
Θεωρία Υλικών
Εργασία 3

1. Να ϐρεθεί η σχέση ενέργειας - κρυσταλλικής ορµής ηλεκτρονίου σε
µονοδιάστατο διατοµικό περιοδικό στερεό, το οποίο αποτελείται από N
άτοµα τύπου A και N άτοµα τύπου B που εναλλάσσονται (σε κυκλική
αλυσίδα) µε πλεγµατική σταθερά a (δηλαδή, a είναι η απόσταση µεταξύ
ίδιου τύπου ατόµων). Θεωρήστε ότι αλληλεπιδρούν µόνο οι πλησιέστε-
ϱοι γείτονες µε ενέργεια −V, όπου V > 0. Το κάθε άτοµο τύπου A στην
ϑεµελιώδη κυψελίδα n συνεισφέρει ένα ατοµικό τροχιακό φA,n µε ενέρ-
γεια εA και το άτοµο τύπου B ένα ατοµικό τροχιακό φB,n µε ενέργεια
εB. Υποθέστε ότι η κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος είναι γραµµικός
συνδυασµός των ατοµικών τροχιακών (LCAO) τα οποία αποτελούν ορ-
ϑοκανονική ϐάση. Σχεδιάστε τις ενεργειακές Ϲώνες που προκύπτουν.

2. Υπολογίστε την ενέργεια Fermi και τη µέση κινητική ενέργεια των ηλε-
κτρονίων στο µοντέλο των ελεύθερων ηλεκτρονίων στις 1, 2 και 3 δια-
στάσεις (ϑερµοκρασία Τ=0). Χρησιµοποιώντας και αποτελέσµατα της
άσκησης 4, εργασία 1, ϐρείτε την ενέργεια Fermi του µονοστοιχειακού
στερεού Al (3 διαστάσεις, σε περίπτωση που χρειάζεται, η ηλεκτρονική
δοµή του ατόµου του Al είναι [Ne]3s2p1).

3. Στα πλαίσια του µοντέλου των ελεύθερων ηλεκτρονίων, ϐρείτε την ε-
νεργειακή πυκνότητα καταστάσεων (αριθµός καταστάσεων ανά µονάδα
ενέργειας) σε 1, 2 και 3 διαστάσεις (ϑερµοκρασία Τ=0). Υπολογίστε τη
µέση κινητική ενέργεια χρησιµοποιώντας τις αντίστοιχες ενεργειακές
πυκνότητες καταστάσεων σε κάθε διάσταση.

4. (προαιρετική) Θεωρήστε ηλεκτρόνιο στο µονοδιάστατο περιοδικό σύστη-
µα µε τη δυναµική ενέργεια του παρακάτω σχήµατος. Το µοντέλο αυτό
(R.L. Kronig, W.S. Penney, Proc. R. Soc. London Ser. A 130, 499
(1930)) περιγράφει µε σχετικά απλό τρόπο τον κβαντικό χαρακτήρα των
ηλεκτρονίων σε περιοδικό δυναµικό πλέγµατος και αναδεικνύει, µεταξύ
άλλων, τη δηµιουργία των ενεργειακών Ϲωνών και χασµάτων.

Στο όριο b→ 0, U0 →∞, η δυναµική ενέργεια είναι

U(x) = A
+∞∑

n=−∞
δ(x− na),



Σχήµα 1: Η δυναµική ενέργεια στο µοντέλο Kronig-Penney (από Kittel).

όπου A είναι το εµβαδό του ϕράγµατος και a η πλεγµατική σταθερά.

Λύστε την χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrödinger

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = Eψ

εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα Bloch και τις κατάλληλες οριακές συνθήκες
(συνέχεια κυµατοσυνάρτησης και ααυνέχεια πρώτης παραγώγου στο
σηµείο του ϕράγµατος δυναµικού) και δείξτε ότι

cos ka =
P

Ka
sinKa+ cosKa,

όπου k είναι ο κυµαταριθµός, P = mAa/h̄2 και K =
√

2mE/h̄2.

∆είξτε ότι η παραπάνω σχέση (από την οποία προκύπτει η σχέση δια-
σποράςE(k)) δίδει την ενέργεια ελεύθερων ηλεκτρονίων στο όριο P → 0
και αποµονωµένου πηγαδιού στο όριο P →∞. Για την περίπτωση P =
3π/2, σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της ποσότητας (P/Ka) sinKa+
cosKa σαν συνάρτηση της Ka και δείξτε τις περιοχές µε επιτρεπτές τι-
µές της ενέργειας (Ϲώνες).

Υπόδειξη : εκτός απο το ϐιβλίο ‘Εισαγωγή στη Φυσική Στερεάς Κατα-
στάσης’ του Kittel, µπορεί να ϐρείτε χρήσιµο και το άρθρο ‘Summary
of the Kronig-Penney electron’, J.C. Wolfe, Am. J. Phys. 46, 1012
(1978).
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