
Ã≈—œ” ‘—…‘œ

–≈—…œƒ…�œ‘«‘¡
�¡…

”‘≈—≈¡ ’À«





�≈÷¡À¡…œ13
–≈—…œƒ…�œ‘«‘¡

& �—’”‘¡ÀÀ…�« ƒœÃ«

”ÙÔ ·Ò¸Ì ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Ë· ‰˛ÛÔıÏÂ ÏÂÒÈÍÔ˝Ú ÔÒÈÛÏÔ˝Ú Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì Ù·
ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ‹ Î›„Ï·Ù·. ‘ÔıÚ ÔÒÈÛÏÔ˝Ú ·ıÙÔ˝Ú ÂflÙÂ ÙÔıÚ ›˜ÔıÏÂ fi‰Á ·ÒÔıÛÈ‹ÛÂÈ
ÛÙÔÌ 1Ô Ù¸ÏÔ (¸˘Ú, .˜., ·ıÙÔ˝Ú ÙÁÚ ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ Í·È ÙÁÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú
Íı¯ÂÎfl‰·Ú, fi Ù˘Ì Ê˘Ì˛Ì Brillouin, Í.Î.) ÂflÙÂ ÙÔıÚ ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ Â‰˛ „È·
Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹. »· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÂflÛÁÚ ÏÂÒÈÍ‹ ÛıÌ·ˆfi ËÂ˘ÒfiÏ·Ù·. ∏˜ÔÌÙ·Ú
›ÙÛÈ ÛıÛÙÁÏ·ÙÔÔÈfiÛÂÈ Í·È Ûı„ÍÂÌÙÒ˛ÛÂÈ ÙÈÚ ›ÌÌÔÈÂÚ Í·È ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ ·ıÙ›Ú Ë·
Í‹ÌÔıÏÂ ÏÈ· Ò˛ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÙÔıÚ ÒÔÍÂÈÏ›ÌÔı Ì· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ Ù· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹
‰Â‰ÔÏ›Ì· ÂÎ·ÛÙÈÍfiÚ ÛÍ›‰·ÛÁÚ ·ÍÙflÌ˘Ì-◊ (fi ÌÂÙÒÔÌfl˘Ì) Í·È Ì· ‰Ô˝ÏÂ ›ÙÛÈ ˛Ú
ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÂÙ·È Á ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi ÂÌ¸Ú ÛÙÂÒÂÔ˝.

13.1 œÒÈÛÏÔfl Í·È ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· „È· ‰È‰È‹ÛÙ·Ù· Í·È ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù·
Bravais

œ—…”Ãœ” 1. –ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ÙÁÙ·: ÃÈ· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ, V (r), ÔÒÈÛÏ›ÌÁ ÛÙÔÌ
ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ˜˛ÒÔ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ÂÒÈÔ‰ÈÍfi Â‹Ì Í·È Ï¸ÌÔ Â‹Ì ·Ò·Ï›ÌÂÈ
·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÁ ÛÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ r → r′ = r + Rn, ¸Ôı

Rn ≡ n1a1 + n2a2 + n3a3, (13.1)

a1, a2, a3 ÂflÌ·È ÙÒfl· ÏÁ ÛıÌÂflÂ‰· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Í·È n1, n2, n3 ÂflÌ·È
ÔÔÈÔÈ‰fiÔÙÂ ·Í›Ò·ÈÔÈ ·ÒÈËÏÔfl (ËÂÙÈÍÔfl, ·ÒÌÁÙÈÍÔfl fi ÏÁ‰ÂÌÈÍÔfl). ÃÂ ‹ÎÎ·
Î¸„È· Á V (r) ÂflÌ·È ÂÒÈÔ‰ÈÍfi Ù¸ÙÂ Í·È Ï¸ÌÔ Ù¸ÙÂ ¸Ù·Ì „È· Í‹ËÂ r Í·È Rn

ÈÛ˜˝ÂÈ Á Û˜›ÛÁ
V (r) = V (r + Rn). (13.2)
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œ—…”Ãœ” 2. –Î›„Ï· Bravais: ≈flÌ·È ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı ˜˛ÒÔı Ôı
ÔÒflÊÔıÌ Ù· ‹ÍÒ· Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Rn Í·Ë˛Ú ÔÈ ·Í›Ò·ÈÔÈ ·ÒÈËÏÔfl n1, n2, n3

·flÒÌÔıÌ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ‰ıÌ·Ù›Ú ÙÈÏ›Ú ÙÔıÚ.

”ÁÏÂÈ˛ÛÙÂ ¸ÙÈ ÛÙÔ fl‰ÈÔ Î›„Ï· Bravais ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÂÌ „›ÌÂÈ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÙÁÚ
ÏÈ·Ú ÙÒÈ‹‰ÂÚ ËÂÏÂÎÈ˘‰˛Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì a1, a2, a3. –.˜., ÙÔ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ Î›„Ï·
ÙÔı ”˜. 13.2(·) Ë· ›ÏÂÌÂ ·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÔ Â‹Ì ·ÌÙfl Ù˘Ì a1, a2 Âfl˜·ÏÂ ‰È·Î›ÓÂÈ Ù·
a1, a

′
2 = a1 + a2.

œ—…”Ãœ” 3. »ÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Íı¯ÂÎfl‰·: ≈flÌ·È ÏÈ· ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁ ÂÒÈÔ˜fi ÙÔı
˜˛ÒÔı, Á ÔÔfl· Â‹Ì ÏÂÙ·ÙÔÈÛËÂfl Í·Ù‹ Rn (¸Ôı Ù· n1, n2, n3 ·flÒÌÔıÌ ¸ÎÂÚ
ÙÈÚ ‰ıÌ·Ù›Ú ÙÈÏ›Ú ÙÔıÚ) „ÂÏflÊÂÈ ·ÍÒÈ‚˛Ú ¸ÎÔ ÙÔ ˜˛ÒÔ (˜˘ÒflÚ ÂÈÍ·Î˝¯ÂÈÚ fi
ÍÂÌ‹).

�‹ËÂ ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Íı¯ÂÎfl‰· ÂÒÈ›˜ÂÈ ›Ì· Ï¸ÌÔ ÛÁÏÂflÔ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais.
(ƒÈ¸ÙÈ, ·Ì ÂÒÈÂfl˜Â Í·È ‰Â˝ÙÂÒÔ, ÏÂÙ·Ù¸ÈÛfi ÙÁÚ Í·Ù‹ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ôı Ë·
›Ì˘ÌÂ Ù· ‰˝Ô ·ıÙ‹ ÛÁÏÂfl· Ë· ‰ÁÏÈÔıÒ„Ô˝ÛÂ ÂÈÍ‹Îı¯Á.) ≈ÔÏ›Ì˘Ú Ô ¸„ÍÔÚ ÙÁÚ,
V

»K
, ÂflÌ·È ‰Â‰ÔÏ›ÌÔÚ Í·È flÛÔÚ ÏÂ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÁÚ Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁÚ, n

B
, Ù˘Ì

ÎÂ„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Bravais:

V
»K

=
1

n
B

= |(a1 × a2) · a3| (13.3)

‘Ô Û˜fiÏ· ÙÁÚ ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú ‰ÂÌ Í·ËÔÒflÊÂÙ·È ÏÔÌ¸ÙÒÔ· ·¸ ÙÔÌ
·Ò·‹Ì˘ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ. ÃÈ· ‰ıÌ·Ùfi ÂÈÎÔ„fi ÂflÌ·È ÙÔ ·Ò·ÎÎÁÎÂflÂ‰Ô Ôı
ÔÒflÊÔıÌ Ù· ‚·ÛÈÍ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· a1, a2, a3. ÃÈ· ‹ÎÎÁ ÂÈÎÔ„fi ÂflÌ·È Á ÎÂ„¸ÏÂÌÁ
Íı¯ÂÎfl‰· Ù˘Ì Wigner-Seitz:

œ—…”Ãœ” 4. �ı¯ÂÎfl‰· Wigner-Seitz: ≈flÌ·È ÏÈ· ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Íı¯ÂÎfl‰·, ¸Ôı
Á ·¸ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÁÚ ·¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ 0 (·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì) ÂflÌ·È
ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ fi flÛÁ ·¸ ÙÁÌ ·¸ÛÙ·Ûfi ÙÔıÚ ·¸ ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ ‹ÎÎÔ ÛÁÏÂflÔ ÙÔı
Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais.

« Íı¯ÂÎfl‰· Wigner-Seitz ÂflÌ·È ÂÔÏ›Ì˘Ú ›Ì· ÔÎ˝Â‰ÒÔ, ÙÔ ÔÔflÔ ÔÒflÊÂÙ·È ·¸
Ù· ÂflÂ‰· Ù· ÏÂÛÔÍ‹ËÂÙ· ÛÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·, Ôı ÂÌ˛ÌÔıÌ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì
ÏÂ Ù· „ÂÈÙÔÌÈÍ‹ ÛÁÏÂfl· ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais.

”ÙÔ ”˜. 13.1 ‰flÌÂÙ·È ›Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· Íı¯ÂÎfl‰·Ú Wigner-Seitz „È· ›Ì· „ÂÌÈÍ¸
‰È‰È‹ÛÙ·ÙÔ Î›„Ï· Bravais. ”ÙÔ ”˜. 13.2 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ù· Ù›ÛÛÂÒ· ÂÈ‰ÈÍ‹
‰È‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Bravais Ôı Ï·Êfl ÏÂ ÙÔ „ÂÌÈÍ¸ Î·„ÈÔ„˛ÌÈÔ Î›„Ï· ÙÔı
”˜. 13.1 ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔıÚ ›ÌÙÂ ı‹Ò˜ÔÌÙÂÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú Ù˝ÔıÚ ‰È‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì
ÎÂ„Ï‹Ù˘Ì Bravais. ”ÙÔ fl‰ÈÔ Û˜fiÏ· ›˜ÔıÌ Û˜Â‰È·ÛÙÂfl Í·È ÔÈ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ Íı¯ÂÎfl‰ÂÚ
Wigner-Seitz.
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”˜. 13.1: « Íı¯ÂÎfl‰· Wigner-Seitz „È· ›Ì· „ÂÌÈÍ¸ ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÔ Î›„Ï· Bravais.

”˜. 13.2: ‘· Ù›ÛÛÂÒ· ÂÈ‰ÈÍ‹ ‰È‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Bravais Í·È ÔÈ ·ÌÙflÛÙÔÈ ẪÚ Íı¯ÂÎfl‰ÂÚ

Wigner-Seitz: (·) ‘ÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ Î›„Ï·, (‚) œÒËÔ„˛ÌÈÔ Î›„Ï·, („) ≈Ó·„˘ÌÈÍ¸ Î›„Ï· Í·È

(‰) �ÂÌÙÒ˘Ï›ÌÔ ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ Î›„Ï·. (œÈ ÛÙÈÍÙ›Ú „Ò·ÏÏ›Ú ÔÒflÊÔıÌ ÙÁ ÏÔÌ·‰È·fl· Íı¯ÂÎfl‰·.)

‘· Ù›ÛÛÂÒ· ÂÈ‰ÈÍ‹ ‰È‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Ï·Êfl ÏÂ ÙÔ „ÂÌÈÍ¸ Î·„ÈÔ„˛ÌÈÔ Î›„Ï· ÙÔı ” .̃

13.1 ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔıÚ ›ÌÙÂ ı‹Ò˜ÔÌÙÂÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú Ù˝ÔıÚ ‰È‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì ÎÂ„Ï‹Ù˘Ì

Bravais.
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”˜. 13.3: �ı¯ÂÎfl‰ÂÚ Wigner-Seitz Í·È ÏÔÌ·‰È·flÂÚ Íı¯ÂÎfl‰ÂÚ „È· Ù· Î›„Ï·Ù· fcc (·) Í·È

bcc (‚).

œ—…”Ãœ” 5. ÃÔÌ·‰È·fl· Íı¯ÂÎfl‰·: ≈flÌ·È ÏÈ· ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁ ÂÒÈÔ˜fi ÙÔı
˜˛ÒÔı, Á ÔÔfl· Â‹Ì ÏÂÙ·ÙÔÈÛËÂfl Í·Ù‹ ›Ì· ıÔÛ˝ÌÔÎÔ* ‹ÂÈÒ˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì
Bravais „ÂÏflÊÂÈ ·ÍÒÈ‚˛Ú ¸ÎÔ ÙÔ ˜˛ÒÔ (˜˘ÒflÚ ÂÈÍ·Î˝¯ÂÈÚ fi ÍÂÌ‹). «
ÏÔÌ·‰È·fl· Íı¯ÂÎfl‰· ÂÈÎ›„ÂÙ·È ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ›˜ÂÈ ·ˆÂÌ¸Ú ÏÂÌ ÙÔÌ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ
¸„ÍÔ, ·ˆÂÙ›ÒÔı ‰Â ÙÁÌ ÎfiÒÁ ÛıÏÏÂÙÒfl· ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ (.˜., Í˝‚ÔÚ „È· ¸Î·
Ù· Íı‚ÈÍ‹ Î›„Ï·Ù· (sc, bcc, fcc)).

œ ¸„ÍÔÚ ÙÁÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú Íı¯ÂÎfl‰·Ú ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔÚ** ·¸ ÙÔÌ ¸„ÍÔ ÙÁÚ
ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ (Í·Ù‹ ›Ì· ·Í›Ò·ÈÔ ÔÎÎ·Î‹ÛÈÔ, Ôı ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì
ÛÁÏÂfl˘Ì ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais, Ô ÔÔflÔÚ ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÌ·‰È·fl· Íı¯ÂÎfl‰·).

« ‰È‹ÛÙ·ÛÁ (fi ÔÈ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ) Ôı Í·ËÔÒflÊÔıÌ ÙÔ Ï›„ÂËÔÚ ÙÁÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú
Íı¯ÂÎfl‰·Ú ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ÛÙ·ËÂÒ‹ (fi ÛÙ·ËÂÒ›Ú) Î›„Ï·ÙÔÚ. –.˜., „È· Íı‚ÈÍ‹
Î›„Ï·Ù· Á ÛÙ·ËÂÒ‹ Î›„Ï·ÙÔÚ ÂflÌ·È Á ·ÍÏfi ÙÁÚ Íı‚ÈÍfiÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú Íı¯ÂÎfl‰·Ú.

”ÙÔ ”˜. 13.3 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ Íı¯ÂÎfl‰ÂÚ Wigner-Seitz Í·È ÔÈ ÏÔÌ·‰È·flÂÚ
Íı¯ÂÎfl‰ÂÚ „È· Ù· ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Bravais fcc Í·È bcc.

œ—…”Ãœ” 6. –ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi: ¡Ì ÛÂ ¸Î· Ù· ÛÁÏÂfl· ÂÌ¸Ú Î›„Ï·ÙÔÚ
Bravais (Í·È Ï¸ÌÔ ÛÂ ·ıÙ‹) ÙÔÔËÂÙÁËÂfl ÙÔ fl‰ÈÔ ·ÍÒÈ‚˛Ú ‹ÙÔÏÔ Ë· ÒÔÍ˝¯ÂÈ
ÏÈ· ·Îfi ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi. ’‹Ò˜ÔıÌ Í·È Û˝ÌËÂÙÂÚ ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú
ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú.

œÈ Û˝ÌËÂÙÂÚ ‰ÔÏ›Ú ÒÔÍ˝ÙÔıÌ Â‹Ì ÛÂ Í‹ËÂ ÛÁÏÂflÔ ÂÌ¸Ú Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais
ÙÔÔËÂÙfiÛÔıÏÂ Í·Ù‹ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÙÒ¸Ô ÙÁÌ fl‰È· ÔÏ‹‰· ·Ù¸Ï˘Ì.

* ’ÔÛ˝ÌÔÎÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂıÒÂfl· ›ÌÌÔÈ·, Ò‹„Ï· Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ ÛÂ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÙÔ

ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ·ıÙ¸ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ÛıÏflÙÂÈ ÏÂ ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Bravais. ≈‹Ì ÛıÏ‚Âfl

·ıÙ¸ Á ÏÔÌ·‰È·fl· Íı¯ÂÎfl‰· ÛıÏflÙÂÈ ÏÂ ÙÁ ËÂÏÂÎÈ˛‰Á Íı¯ÂÎfl‰·.

** π, ÛÂ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, flÛÔÚ (‚Î›Â ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ıÔÛÁÏÂfl˘ÛÁ).
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∏Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· Û˝ÌËÂÙÁÚ ÂÒÈÔ‰ÈÍfiÚ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ ÂflÌ·È ·ıÙfi ÙÔı
·‰‹Ï·ÌÙ· ¸Ôı ÛÂ Í‹ËÂ ÛÁÏÂflÔ ÂÌ¸Ú Â‰ÒÔÍÂÌÙÒ˘Ï›ÌÔı Íı‚ÈÍÔ˝ (fcc) Î›„Ï·ÙÔÚ
Bravais ÙÔÔËÂÙÂflÙ·È ÏÈ· ÔÏ‹‰· ·¸ ‰˝Ô ‹ÙÔÏ· ‹ÌËÒ·Í· (ÙÔ ›Ì· ÛÙÔ ÛÁÏÂflÔ ÙÔı
Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais Í·È ÙÔ ‹ÎÎÔ Í·Ù‹ ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÙÁÚ ËÂÙÈÍfiÚ ‰È·„˘ÌflÔı Í·È
ÛÂ ·¸ÛÙ·ÛÁ a

√
3/4 ·¸ ÙÔ Ò˛ÙÔ, ¸Ôı a ÂflÌ·È Á ·ÍÏfi ÙÁÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú Íı‚ÈÍfiÚ

Íı¯ÂÎfl‰·Ú). « Â·Ì·Î·Ï‚·Ì¸ÏÂÌÁ ·ıÙfi ÔÏ‹‰· ·Ù¸Ï˘Ì ÏÔÒÂfl Ì· ·ÔÙÂÎÂflÙ·È
·¸ ¸ÏÔÈ· ‹ÙÔÏ· (¸˘Ú, .˜., ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı ·‰‹Ï·ÌÙ·) fi ·¸ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹
‹ÙÔÏ· (¸˘Ú, .˜. ÛÙÁÌ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi ÙÔı Ûˆ·ÎÂÒflÙÁ, ZnS). ”Â ÈÔ ÂÒflÎÔÍ·
ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ‹ ÛÙÂÒÂ‹ Á ÔÏ‹‰· ·ıÙfi ÏÔÒÂfl Ì· ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ›Ì· ÔÎ˝ ÏÂ„‹ÎÔ
·ÒÈËÏ¸ ·Ù¸Ï˘Ì.

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ¸,ÙÈ Âfl·ÏÂ ·Ò·‹Ì˘ ÏÈ· ·Îfi ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ‰ÔÏfi
bcc (˜˘ÒÔÍÂÌÙÒ˘Ï›ÌÁ Íı‚ÈÍfi) Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ËÂ˘ÒÁËÂfl Í·È ˘Ú Û˝ÌËÂÙÁ, ‰ÁÎ·‰fi
Î›„Ï· Bravais sc (·Î¸ Íı‚ÈÍ¸) ÏÂ ÔÏ‹‰· ‰˝Ô ¸ÏÔÈ˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÙÔÔËÂÙÁÏ›Ì˘Ì,
ÙÔ ›Ì· ÛÂ Í‹ËÂ ÛÁÏÂflÔ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais sc Í·È ÙÔ ‹ÎÎÔ ÛÙÔ Í›ÌÙÒÔ
ÙÁÚ Íı‚ÈÍfiÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi ÏÂÙ·Ù¸ÈÛÁ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Í·Ù‹
ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ôı ÛıÌ‰›ÂÈ Ù· ‰˝Ô ‹ÙÔÏ· ÙÁÚ ÔÏ‹‰·Ú ·ˆfiÌÂÈ ÙÁÌ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi
‰ÔÏfi ·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÁ. √È· Ì· ·Ôˆ˝„ÔıÏÂ Ù›ÙÔÈÂÚ ·Û‹ˆÂÈÂÚ ÛÙÔıÚ ÔÒÈÛÏÔ˝Ú Ï·Ú
(¸Ôı Á fl‰È· ‰ÔÏfi ÏÔÒÂfl Ì· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛËÂfl Í·È ·Îfi Bravais Í·È Û˝ÌËÂÙÁ) Ë·
ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ï¸ÌÔ ÂÍÂflÌÂÚ ÙÈÚ ÔÏ‹‰ÂÚ ·Ù¸Ï˘Ì, ¸Ôı Í·Ì›Ì· ·¸ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·
Ôı ÛıÌ‰›ÔıÌ ‰˝Ô ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ‹ÙÔÏ· ÙÁÚ ÔÏ‹‰·Ú ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· Ì·
·ˆfiÌÂÈ ÙÁÌ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi ÏÂÙ·ÙÔÈÛÙÈÍ‹ ·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÁ. �‹ËÂ Ù›ÙÔÈ· ÔÏ‹‰·
·Ù¸Ï˘Ì Ë· ÙÁÌ ÔÌÔÏ‹ÛÔıÏÂ ‚‹ÛÁ.

≈ÔÏ›Ì˘Ú Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ ËÂÏÂÎÈ˛‰Á Û˜›ÛÁ:

ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi = Î›„Ï· Bravais + ‚‹ÛÁ (13.4)

≈‹Ì Á ‚‹ÛÁ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ›Ì· Ï¸ÌÔ ‹ÙÔÏÔ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Îfi ÂÒÈÔ‰ÈÍfi
ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi Ôı Ù·ıÙflÊÂÙ·È ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÔ Î›„Ï· Bravais. ≈‹Ì
·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· ‹ÙÔÏ· ›˜ÔıÏÂ ÏÈ· Û˝ÌËÂÙÁ ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ‰ÔÏfi. ≈‹Ì
›Ì· ·Î¸ Î›„Ï· Bravais ÙÔ Î‹‚ÂÈ Í·ÌÂflÚ ·¸ ·Ò·‰ÒÔÏfi ˘Ú Û˝ÌËÂÙÔ ÏÂ ‚‹ÛÁ
(.˜., ÙÔ bcc Ì· ÙÔ ËÂ˘ÒfiÛÂÈ ˘Ú sc ÏÂ ‚‹ÛÁ ‰˝Ô ·Ù¸Ï˘Ì ÛÙÈÚ Ë›ÛÂÈÚ r1 = 0 Í·È
r2 = (a/2)(x0 +y0 +z0) ‰ÂÌ Ë· Í‹ÌÂÈ Î‹ËÔÚ ÛÙÔıÚ ÏÂÙ›ÂÈÙ· ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú∑ ·Î˛Ú
Ë· ıÔ˜ÒÂ˘ËÂfl Ì· Î˝ÛÂÈ ÙÈÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÍflÌÁÛÁÚ Ù˘Ì È¸ÌÙ˘Ì Í·È Ù˘Ì ÁÎÂÍÙÒÔÌfl˘Ì
ÛÂ ÏÈ· ÏÔÌ·‰È·fl· Íı¯ÂÎfl‰·, Ôı Ë· ÂÒÈ›˜ÂÈ Ù¸ÛÂÚ ˆÔÒ›Ú ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· ‹ÙÔÏ· ·¸
¸Û· Á ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Íı¯ÂÎfl‰·, ¸ÛÔÚ ÂflÌ·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÛÙÁÌ ıÔÙÈË›ÏÂÌÁ
‚‹ÛÁ.

”ÙÔÌ –flÌ. 13.1 ‰flÌÔÌÙ·È Ûı„ÍÂÌÙÒ˘Ï›Ì· Ù· ‚·ÛÈÍ‹ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì
ÛıÌfiË˘Ì ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì Ôı ÂÓÂÙ‹Û·ÏÂ ÛÙÔÌ Ò˛ÙÔ Ù¸ÏÔ.
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–flÌ. 13.1. …‰È¸ÙÁÙÂÚ ÏÂÒÈÍ˛Ì ÛıÌfiË˘Ì ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ˛Ì ‰ÔÏ˛Ì.

¡Î¸ �ı‚ÈÍ¸ �ı‚ÈÍ¸ �ÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi

◊·Ò·ÍÙÁ- Íı‚ÈÍ¸, ˜˘ÒÔÍÂÌÙÒ˘Ï›ÌÔ, Â‰ÒÔÍÂÌÙÒ˘Ï›ÌÔ, ¡‰‹Ï·ÌÙ·,

ÒÈÛÙÈÍ‹ sc bcc fcc diamond

–Î›„Ï· Bravais; Õ¡… Õ¡… Õ¡… œ◊…

ºÏÔÈ· ‹ÙÔÏ·; Õ¡… Õ¡… Õ¡… Õ¡…

–ÎÂ„Ï·ÙÈÍ›Ú a a a a

ÛÙ·ËÂÒ›Ú∗

»ÂÏÂÎÈ˛‰Á a1 = ax0 a1 = ax0 a1 = a
2

(y0 + z0) ¸˘Ú ÙÔ

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· a2 = ay0 a2 = ay0 a2 = a
2

(z0 + x0) fcc

a3 = az0 a3 = a
2

(x0 + y0 + z0) a3 = a
2

(x0 + y0)

¬‹ÛÁ ‰˝Ô fi − − − r1 = 0

ÂÒÈÛÛÔÙ›Ò˘Ì r2 = a
4

(x0 + y0 + z0)

·Ù¸Ï˘Ì

»ÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Í˝‚ÔÚ ÍÔÎÔ‚¸ ÒÔÏ‚ÈÍ¸ ¸˘Ú ÙÔ

Íı¯ÂÎfl‰· ÔÍÙ‹Â‰ÒÔ (14 ›‰ÒÂÚ) ‰˘‰ÂÍ‹Â‰ÒÔ fcc

Wigner-Seitz (‚Î. ”˜. 13.3(‚)) (‚Î. ”˜. 13.3(·))

ÃÔÌ·‰È·fl· Í˝‚ÔÚ Í˝‚ÔÚ Í˝‚ÔÚ Í˝‚ÔÚ

Íı¯ÂÎfl‰·

V»� a3 a3/2 a3/4 a3/4

VÃ� /V»� 1 2 4 4

¡ÒÈËÏ¸Ú Ò˛Ù˘Ì

„ÂÈÙ¸Ì˘Ì (·ÒÈË- 6 8 12 4

Ï¸Ú Û˝ÌÙ·ÓÁÚ)

¡ÒÈËÏ¸Ú ‰Â˝ÙÂ- 12 6 6 12

Ò˘Ì „ÂÈÙ¸Ì˘Ì

¡¸ÛÙ·ÛÁ Ò˛- a
√

3
2

a
√

2
2

a
√

3
4

a

Ù˘Ì „ÂÈÙ¸Ì˘Ì, d

¡¸ÛÙ·ÛÁ ‰Â˝-
√

2a a a
√

2
2

a

ÙÂÒ˘Ì „ÂÈÙ¸Ì˘Ì

–ÔÛÔÛÙ¸ Í‹Îı- π/6 ≈
√

3π/8 ≈
√

2π/6 ≈
√

3π/16 ≈
¯ÁÚ ˜˛ÒÔı ·¸ 0, 52 0, 68 0, 74 0, 34

Âˆ·Ù¸ÏÂÌÂÚ

flÛÂÚ Ûˆ·flÒÂÚ

* √È· Ù· Íı‚ÈÍ‹ Î›„Ï·Ù· Bravais, ÙÔ a ÂflÌ·È Á ·ÍÏfi ÙÁÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú Íı‚ÈÍfiÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú.
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–flÌ. 13.1. (ÛıÌ› ẪÈ·)

≈Ó·„˘ÌÈÍfi ıÍÌfiÚ �ÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi �ÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi �ÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi

‰È‹Ù·ÓÁÚ,∗∗ ‰ÔÏfi ‰ÔÏfi ‰ÔÏfi ZnS fi

hcp NaCl CsCl Ûˆ·ÎÂÒflÙÁ

œ◊… œ◊… œ◊… œ◊…

Õ¡… fi œ◊… œ◊… œ◊… œ◊…

a a a a

c =
√

8
3
a∗∗

a1 = ax0 ¸˘Ú ÙÔ ¸˘Ú ÙÔ ¸˘Ú ÙÔ

a2 = a
2
x0 +

√
3a
2

y0 fcc sc fcc

a3 = cz0

r1 = 0 r
Na

= 0 r
Cs

= 0 r
Zn

= 0

r2 = 1
3
a1 + 1

3
a2 + 1

2
a3 r

Cl
= a

2
(x0 + y0 + z0) r

Cl
= a

2
(x0 + y0 + z0) r

S
= a

4
(x0 + y0 + z0)

ÂÓ·„˘ÌÈÍ¸ ¸˘Ú ÙÔ ¸˘Ú ÙÔ ¸˘Ú ÙÔ

ÒflÛÏ· fcc sc fcc

ÂÓ·„˘ÌÈÍ¸ Í˝‚ÔÚ Í˝‚ÔÚ Í˝‚ÔÚ

ÒflÛÏ·
√

3
2

a2c a3/4 a3 a3/4

3 4 1 4

12 6 8 4

6 12 6 12

a∗∗ a/2
√

3
2

a
√

3
4

a

√
2a∗∗

√
2

2
a a

√
2

2
a

√
2π/6 ≈ π/6 ≈

√
3π/8 ≈

√
3π/16 ≈

0, 74 0,52 0,68 0,34

** ”ÙÈÚ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÂÓ·„˘ÌÈÍ›Ú ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ``ıÍÌfiÚ ‰È‹Ù·ÓÁÚ'' Ô Î¸„ÔÚ c/a ‰È·ˆ›ÒÂÈ

Í‹˘Ú ·¸ ÙÁÌ È‰·ÌÈÍfi ÙÈÏfi
√

8/3 ≈ 1, 633, Ò‹„Ï· Ôı ÏÔÒÂfl Ì· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi

·¸ÛÙ·ÛÁ Ò˛Ù˘Ì Í·È ‰Â˝ÙÂÒ˘Ì „ÂÈÙ¸Ì˘Ì.
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œ—…”Ãœ” 7. ƒÂflÍÙÂÚ Miller. ∏Ì· ‹ÎÎÔ Ë›Ï· Û˜ÂÙÈÍ¸ ÏÂ Ù· ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ‹
Î›„Ï·Ù·, Ôı ·ˆÔÒ‹ ÙÁ ˆıÛÈÍfi Ù˘Ì ÛÙÂÒÂ˛Ì „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒ· Í·È ÙÁ
ˆıÛÈÍfi Ù˘Ì ÂÈˆ·ÌÂÈ˛Ì Í·È Ù˘Ì ‰ÈÂÈˆ·ÌÂÈ˛Ì ÂÈ‰ÈÍ¸ÙÂÒ·, ÂflÌ·È ·ıÙ¸ Ù˘Ì
ÎÂ„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÂÈ›‰˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi Ù˘Ì ÂÈ›‰˘Ì Ôı ÂÒÈ›˜ÔıÌ ›Ì·Ì ‹ÂÈÒÔ
·ÒÈËÏ¸ ÎÂ„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÛÁÏÂfl˘Ì. ‘· ÂflÂ‰· ·ıÙ‹ ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÔıÚ
ÎÂ„¸ÏÂÌÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller, ÔÈ ÔÔflÔÈ ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÔÌÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ:

1. ∏ÛÙ˘ xiai ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ÙÔÏfiÚ ÙÔı ÎÂ„Ï·ÙÈÍÔ˝ ÂÈ›‰Ôı ÏÂ ÙÔÌ ‹ÓÔÌ· ai

(i = 1, 2, 3).

2. œÈ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller h, k, l, Ôı ÛıÏ‚ÔÎflÊÔÌÙ·È* (hkl) ÔÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ
h = C

x1
, k = C

x2
, l = C

x3
¸Ôı Á ÍÔÈÌfi ÛÙ·ËÂÒ‹ C ÂflÌ·È Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙ· Ù· h, k, l Ì·

ÂflÌ·È ·Í›Ò·ÈÔÈ, ÛıÌfiË˘Ú ÔÈ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔÈ ·Í›Ò·ÈÔÈ.

œÈ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔıÌ ÂflÙÂ ›Ì· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ ÂflÂ‰Ô,
ÂflÙÂ −ÛıÌfiË˘Ú− ›Ì· Û˝ÌÔÎÔ ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì ÎÂ„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÂÈ›‰˘Ì. ≈‹Ì Í‹ÔÈÔÚ
·¸ ÙÔıÚ ·Í›Ò·ÈÔıÚ ·ÒÈËÏÔ˝Ú h, k, l ÒÔÍ˝¯ÂÈ ·ÒÌÁÙÈÍ¸Ú, .˜. Ô k, Ù¸ÙÂ
ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ |k|.

∂ÛÍÁÛÁ: –ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÙÂ ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller Ù˘Ì ÎÂ„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÂÈ›‰˘Ì
Ù˘Ì ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜ÁÏ‹Ù˘Ì:

* √È· ÙÔ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸ Ù˘Ì ‰ÂÈÍÙ˛Ì Miller ÛÂ ÂÓ·„˘ÌÈÍ¸ Î›„Ï· ‚Î. ÛÂÎ. ....
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¡‹ÌÙÁÛÁ: (·) (hkl) =(110)

(b) (hkl) = (111)

(c) (hkl) = (100)

(d) (hkl) = (¼100)

»≈Ÿ—«Ã¡ 1: « ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı ÛıÌ¸ÎÔı Ù˘Ì ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì ÂÈ›‰˘Ì Ù· ÔÔfl·
˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller (hkl) (ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì
Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ·¸ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ai (i = 1, 2, 3)) ÂflÌ·È Á ÂÓfiÚ:

hx + ky + lz = ÛÙ·ËÂÒ‹ (13.5)

–ÒÔÍÂÈÏ›ÌÔı Ì· ›˜ÔıÏÂ ÎÂ„Ï·ÙÈÍ‹ ÂflÂ‰· Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÙÁÚ Û˜›ÛÁÚ (13.5) Ò›ÂÈ
Ì· ·flÒÌÂÈ Ï¸ÌÔ ·Í›Ò·ÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ‰È¸ÙÈ Ù· ÎÂ„Ï·ÙÈÍ‹ ÛÁÏÂfl· (Ôı ÍÂflÌÙ·È ÛÙÔ
ı¸¯Á ÎÂ„Ï·ÙÈÍ¸ ÂflÂ‰Ô) ›˜ÔıÌ x, y, z ·ÍÂÒ·flÔıÚ. ƒ˝Ô ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÎÂ„Ï·ÙÈÍ‹
ÂflÂ‰· Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ Û˜›ÛÁ (13.4) ‰È·ˆ›ÒÔıÌ Ï¸ÌÔ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ÛÙ·ËÂÒ‹.
≈‹Ì ÂflÌ·È ‰È·‰Ô˜ÈÍ‹, Á ‰È·ˆÔÒ‹ ·ıÙfi Ë· Ò›ÂÈ Ì· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÂÎ‹˜ÈÛÙÁ ‰ıÌ·Ùfi
ÙÈÏfi, ‰ÁÎ·‰fi Ë· ÂflÌ·È flÛÁ ÏÂ ÙÁ ÏÔÌ‹‰· (‰È¸ÙÈ ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ
·ˆÔ˝ ·flÒÌÂÈ Ï¸ÌÔ ·Í›Ò·ÈÂÚ ÙÈÏ›Ú).

13.2 ‘·ÓÈÌ¸ÏÁÛÁ Ù˘Ì ÎÂ„Ï‹Ù˘Ì Bravais Í·È Ù˘Ì Û˝ÌËÂÙ˘Ì ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ˛Ì
‰ÔÏ˛Ì

‘· Î›„Ï·Ù· Bravais ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ù· Ù·ÓÈÌÔÏfiÛÔıÏÂ ÏÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ÔÏ‹‰· Ù˘Ì
ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì* Ôı ·ˆfiÌÔıÌ ÙÔ Î›„Ï· ·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÔ. « ÔÏ‹‰· ·ıÙfi ÂflÌ·È
„Ì˘ÛÙfi ˘Ú ÔÏ‹‰· ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú fi ˘Ú ÔÏ‹‰· ˜˛ÒÔı ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais.

‘· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÁÚ ÔÏ‹‰·Ú ˜˛ÒÔı ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ ÒÔˆ·Ì˛Ú ¸ÎÂÚ ÙÈÚ
ÏÂÙ·ÙÔflÛÂÈÚ Í·Ù‹ Ù· ÎÂ„Ï·ÙÈÍ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· (13.1). –ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ ÂflÛÁÚ
¸ÎÔıÚ ÙÔıÚ ÛÁÏÂÈ·ÍÔ˝Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú Ôı ·ÂÈÍÔÌflÊÔıÌ ÙÔ Î›„Ï· ÛÙÔÌ
Â·ıÙ¸ ÙÔı. ÷ıÛÈÍ‹ ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ Í·È ÙÔıÚ Û˝ÌËÂÙÔıÚ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú
ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝ÌÙ·È, .˜., ·¸ ÏÂÙ·ÙÔflÛÂÈÚ ·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂÌÂÚ ·¸
ÛÁÏÂÈ·ÍÔ˝Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú. ÃÂ ÙÔÌ ¸ÒÔ ÛÁÏÂÈ·ÍÔfl ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔfl ÂÌÌÔÔ˝ÏÂ
ÂÍÂflÌÔıÚ Ôı ·ˆfiÌÔıÌ Í‹ÔÈÔ ÛÁÏÂflÔ (›ÛÙ˘ ÙÔ R0) ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais
·ÏÂÙ·ÍflÌÁÙÔ. ”ÁÏÂÈ·ÍÔfl ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔfl ÂflÌ·È ÔÈ ÛÙÒÔˆ›Ú „˝Ò˘ ·¸ ‹ÓÔÌÂÚ
Ôı ‰È›Ò˜ÔÌÙ·È ·¸ ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ∑ ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ ÔÈ Í·ÙÔÙÒÈÛÏÔfl ˘Ú ÒÔÚ
ÂflÂ‰· Ôı ‰È›Ò˜ÔÌÙ·È ·¸ ÙÔ ı¸¯Á ÛÁÏÂflÔ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ∑ ÂflÌ·È Ù›ÎÔÚ

* »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ï¸ÌÔ ÂÍÂflÌÔıÚ ÙÔıÚ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú Ôı ‰ÂÌ ·ÎÎ‹ÊÔıÌ ÙÈÚ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂÙ·Ó˝ ¸Î˘Ì

Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÙÁÚ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ (‰ÁÎ·‰fi ÙÔıÚ ÎÂ„¸ÏÂÌÔıÚ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú ··Ò·Ï¸Òˆ˘ÙÔı

Û˛Ï·ÙÔÚ).
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Í·È Á ·ÌÙÈÛÙÒÔˆfi ˘Ú ÒÔÚ ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ (‰ÁÎ·‰fi Ô ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú
(r − R0) → −(r − R0)). « ·ÌÙÈÛÙÒÔˆfi (fi ·Ì‹ÍÎ·ÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ R0)
ÏÔÒÂfl Ì· ÂÍˆÒ·ÛËÂfl Ï›Û˘ ÏÈ·Ú ÛÙÒÔˆfiÚ Í·Ù‹ 180 ÏÔflÒÂÚ „˝Ò˘ ·¸ ‹ÓÔÌ· Ôı
‰È›Ò˜ÂÙ·È ·¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ R0 ·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂÌÁÚ ·¸ Í·ÙÔÙÒÈÛÏ¸ ˘Ú ÒÔÚ ÂflÂ‰Ô
‰ÈÂÒ˜¸ÏÂÌÔ ·¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ R0 Í·È Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔÌ ‹ÓÔÌ· ÙÁÚ ÛÙÒÔˆfiÚ.

œ—…”Ãœ” 8: ”ÁÏÂÈ·Ífi ÔÏ‹‰· ÂÌ¸Ú Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais ÂflÌ·È ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì
ÛÁÏÂÈ·Í˛Ì ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì (ÛÙÒÔˆ˛Ì, Í·ÙÔÙÒÈÛÏ˛Ì, Í·È ·ÌÙÈÛÙÒÔˆ˛Ì)
Ôı ·ˆfiÌÔıÌ ÙÔ Î›„Ï· ·ÏÂÙ‹‚ÎÁÙÔ.

»≈Ÿ—«Ã¡ 3: ÃÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ÔÏ‹‰· ˜˛ÒÔı (Ôı ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ÙÁ ÛÁÏÂÈ·Ífi
ÔÏ‹‰· ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú Í·È ÙÈÚ ÎÂ„Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙ·ÙÔflÛÂÈÚ) ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ˜˘ÒflÛÔıÏÂ
Ù· ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Bravais ÛÂ ‰ÂÍ·Ù›ÛÛÂÒÈÚ (14) ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú
Ù˝ÔıÚ.

»≈Ÿ—«Ã¡ 2: ÃÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ÎÂ„Ï·ÙÈÍfi ÛÁÏÂÈ·Ífi ÔÏ‹‰· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·
Ù·ÓÈÌÔÏfiÛÔıÏÂ Ù· ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Bravais ÛÂ ÂÙ‹ (7) ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ‹
ÛıÛÙfiÏ·Ù·, Ù· ÔÌ¸Ï·Ù· Í·È Ù· ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ‰flÌÔÌÙ·È ÛÙÁÌ
Ò˛ÙÁ Í·È ÙÁÌ ÙÒflÙÁ ÛÙfiÎÁ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜˘Ú ÙÔı –flÌ. 13.2.

–flÌ. 13.2. ‘· ÂÙ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· Í·È ÔÈ 14 Ù˝ÔÈ ÎÂ„Ï‹Ù˘Ì Bravais ÛÙÈÚ 3 ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ.

�ÒıÛÙ·ÎÎÈÍ¸ ¡ÒÈËÏ¸Ú ”˜›ÛÂÈÚ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÏÁÍ˛Ì Í·È Ù˘Ì „˘ÌÈ˛Ì

Û˝ÛÙÁÏ· ÎÂ„Ï‹Ù˘Ì Bravais Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú Íı¯ÂÎfl‰·Ú

‘ÒÈÍÎÈÌ›Ú 1 a1 6= a2 6= a3 6= a1

φ1 6= φ2 6= φ3 6= φ1

ÃÔÌÔÍÎÈÌ›Ú 2 a1 6= a2 6= a3 6= a1

φ1 = φ3 = 90◦ 6= φ2

œÒËÔÒÔÏ‚ÈÍ¸ 4 a1 6= a2 6= a3 6= a1

φ1 = φ2 = φ3 = 90◦

‘ÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ 2 a1 = a2 6= a3

φ1 = φ2 = φ3 = 90◦

�ı‚ÈÍ¸ 3 a1 = a2 = a3

φ1 = φ2 = φ3 = 90◦

‘ÒÈ„˘ÌÈÍ¸ 1 a1 = a2 = a3

φ1 = φ2 = φ3 < 120◦, 6= 90◦

≈Ó·„˘ÌÈÍ¸ 1 a1 = a2 6= a3

φ1 = φ2 = 90◦, φ3 = 120◦

–.˜., ÙÔ Íı‚ÈÍ¸ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ˜˘ÒflÊÂÙ·È ÛÂ ÙÒÂÈÚ Ù˝ÔıÚ (sc, bcc, fcc),
ÙÔ ÔÒËÔÒÔÏ‚ÈÍ¸ ÛÂ Ù›ÛÛÂÒÈÚ, Í.Ô.Í. (‚Î›Â, ÙÔÌ –flÌ. 13.2, ÙÔ ‚È‚ÎflÔ Ù˘Ì Ashcroft
& Mermin, ÛÂÎ. 115-119 Í·È ÙÔ ‚È‚ÎflÔ ÙÔı Marder, ÛÂÎ. 31). √È· ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ
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ÎÂÙÔÏ›ÒÂÈÂÚ Í·È ·ıÛÙÁÒ›Ú Ï·ËÁÏ·ÙÈÍ›Ú ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ô ·Ì·„Ì˛ÛÙÁÚ ÏÔÒÂfl Ì·
ÛıÏ‚ÔıÎÂıÙÂfl ÙÔ ‚È‚ÎflÔ ÙÔı …. ¬›Ò„·‰Ôı, »Â˘Òfl· œÏ‹‰˘Ì, ÛÂÎ. 159-201.

»≈Ÿ—«Ã¡ 4: ÃÂ ‚‹ÛÁ ÙÁ ÛÁÏÂÈ·Ífi ÔÏ‹‰· ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú ÔÈ Û˝ÌËÂÙÂÚ
ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÏÔÒÔ˝Ì Ì· Ù·ÓÈÌÔÏÁËÔ˝Ì ÛÂ ÙÒÈ‹ÌÙ· ‰˝Ô (32)
ÍÒıÛÙ·ÎÎÔ„Ò·ˆÈÍ›Ú ÛÁÏÂÈ·Í›Ú ÔÏ‹‰ÂÚ (·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ Ù˘Ì 7 ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ˛Ì
ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì „È· Î›„Ï·Ù· Bravais). ÃÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ÔÏ‹‰· ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú ˜˛ÒÔı
ÔÈ Û˝ÌËÂÙÂÚ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ˜˘ÒflÊÔÌÙ·È ÛÂ ‰È·Í¸ÛÈÂÚ ÙÒÈ‹ÌÙ· (230)
ıÔÔÏ‹‰ÂÚ ˜˛ÒÔı (·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ Ù˘Ì 14 Ù˝˘Ì „È· Î›„Ï·Ù· Bravais).

œ Î¸„ÔÚ Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ·ıÙ¸Ú Ô ÎÁË˘ÒÈÛÏ¸Ú ¸Ù·Ì ÏÂÙ·‚·flÌÔıÏÂ ·¸
Î›„Ï·Ù· Bravais ÛÂ Û˝ÌËÂÙÂÚ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÂflÌ·È „È·Ùfl Ò›ÂÈ Ì·
ÛıÌ‰ı‹ÛÂÈ Í·ÌÂflÚ ÙÔıÚ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais
ÏÂ ÙÔıÚ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝Ú Ôı ·ˆfiÌÔıÌ ·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÁ ÙÁ ‚‹ÛÁ. ÃÈ· Ò˛ÙÁ
Û˝ÌÙÔÏÁ ·ÒÔıÛfl·ÛÁ ÙÔı Ë›Ï·ÙÔÚ ÙÁÚ Ù·ÓÈÌ¸ÏÁÛÁÚ Ù˘Ì Û˝ÌËÂÙ˘Ì ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ˛Ì
‰ÔÏ˛Ì Ë· ‚ÒÂÈ Ô ·Ì·„Ì˛ÛÙÁÚ ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ Ù˘Ì Ashcroft & Mermin, ÛÂÎ. 119-128.
–ÈÔ ·Ì·ÎıÙÈÍfi ÂÓ›Ù·ÛÁ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ ÙÔı Burns Í·Ë˛Ú Í·È ÛÂ ÂÈ‰ÈÍ›Ú
ÏÔÌÔ„Ò·ˆflÂÚ.

¡ÓflÊÂÈ Ì· ËıÏflÛÔıÏÂ ÛÙÔÌ ·Ì·„Ì˛ÛÙÁ ¸ÙÈ Ù· ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· ÛÙÔÈ˜ÂÈ·Í‹ Ï›Ù·ÎÎ·
ÍÒıÛÙ·ÎÎ˛ÌÔÌÙ·È ÂflÙÂ ÛÙÈÚ Íı‚ÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú fcc, bcc ÂflÙÂ ÛÙÁÌ ÂÓ·„˘ÌÈÍfi ıÍÌfiÚ
‰È‹Ù·ÓÁÚ (hcp) (‚Î›Â –flÌ. VII ÙÔı Ò˛ÙÔı Ù¸ÏÔı). ’‹Ò˜ÔıÌ ˆıÛÈÍ‹ ÂÓ·ÈÒ›ÛÂÈÚ,
.˜., ÙÔ In Í·È ÙÔ Pa ÍÒıÛÙ·ÎÎ˛ÌÔÌÙ·È ÛÂ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍfi ‰ÔÏfi, Ô Hg Í·Ë˛Ú Í·È
Ù· As, Sb, Bl ÛÂ ÔÒËÔÒÔÏ‚ÈÍfi ‰ÔÏfi, ·ÒÍÂÙ‹ ÛÂ ÂÓ·„˘ÌÈÍfi ‰ÔÏfi (.˜., Ù· Pr,
Nd, Am, Se, Te) ÙÔ Po ÛÂ ·Îfi Íı‚ÈÍfi. œÈ ÛÙÔÈ˜ÂÈ·ÍÔfl ÁÏÈ·„˘„Ôfl Si, Ge Í·Ë˛Ú
Í·È Ô Sn (·) ÍÒıÛÙ·ÎÎ˛ÌÔÌÙ·È ÛÂ ‰ÔÏfi ¡‰‹Ï·ÌÙ·. –ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ
„È· ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú (›Ò·Ì ·ıÙ˛Ì Ôı ·Ì·ˆ›ÒËÁÍ·Ì ÛÙÔÌ Ò˛ÙÔ Ù¸ÏÔ)
ı‹Ò˜ÔıÌ ÛÂ ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÏÔÌÔ„Ò·ˆflÂÚ (.˜., F.C. Phillips (1971) fi W.G. Wyckoff
(1981)).

∂ÛÍÁÛÁ: –¸Û· ÂflÌ·È Ù· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ‰È‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Bravaiss;

¡‹ÌÙÁÛÁ: ‘· ‰È‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Bravais ˜˘ÒflÊÔÌÙ·È ÛÂ ›ÌÙÂ (5) ‰È·ÍÒÈÙÔ˝Ú
Ù˝ÔıÚ: ∏Ì·Ú ÂflÌ·È Ô „ÂÌÈÍ¸Ú Ù˝ÔÚ Ôı ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ ” .̃ 13.1 Í·È ÔÈ ‹ÎÎÔÈ
Ù›ÛÛÂÒÈÚ ÂflÌ·È ÔÈ ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ·ıÓÁÏ›ÌÁÚ ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú Ôı ÂÈÍÔÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ
” .̃ 13.2. ‘Ô ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÔ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ Î›„Ï· › ẪÈ ›Ì· ÙÂÙÒ·Î¸ ‹ÓÔÌ· ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú
ÛÂ ÛÙÒÔˆ›Ú (‰ÁÎ·‰fi ÛÙÒÔˆ›Ú Í·Ù‹ 2π/4 ·ˆfiÌÔıÌ ÙÔ Î›„Ï· ·ÏÂÙ‹‚ÎÁÙÔ) Í·È ‰˝Ô
Í·ÙÁ„ÔÒflÂÚ „Ò·ÏÏ˛Ì Í·ÙÔÙÒÈÍfiÚ ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú (Á Ïfl· Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÂflÌ·È ÔÈ ÂıËÂflÂÚ Ôı
ÔÒflÊÔÌÙ·È ÂflÙÂ ·¸ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· a1 ÂflÙÂ ·¸ ÙÔ a2 Í·È Á ‹ÎÎÁ ÔÈ ‰È·„˛ÌÈÂÚ ÂıËÂflÂÚ).

13.3 ¡ÌÙflÛÙÒÔˆÔ Î›„Ï· Í·È Ê˛ÌÂÚ Brillouin
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« ·Ì‹„ÍÁ ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÎÂ„¸ÏÂÌÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÔ
ËÂ˛ÒÁÏ· ÙÔı Bloch, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÔÔflÔ ÏÂÙ·Ù¸ÈÛÁ Í·Ù‹ ÙÔ ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ
ÎÂ„Ï·ÙÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· Rn ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÂÈ ÙÁ Î˝ÛÁ (Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ ÙÁÌ
ÁÎÂÍÙÒÔÌÈ·Ífi fi ÙÁÌ ÈÔÌÙÈÍfi ÍflÌÁÛÁ) ÏÂ ÙÔÌ ·Ò‹„ÔÌÙ· exp(iq · Rn).

≈flÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Ô ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ·ıÙ¸Ú ·Ò·Ï›ÌÂÈ ·ÏÂÙ‹‚ÎÁÙÔÚ Â‹Ì Á
ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ÔÒÏfi (‰ÈÁÒÁÏ›ÌÁ ÏÂ ÙÔ ~), q, ·ÎÎ‹ÓÂÈ ·¸ q ÛÂ q′, ¸Ôı

q′ = q + Gm (13.6′)

Í·È ÙÔ Gm ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ Û˜›ÛÁ

Gm · Rn = 2π × ·Í›Ò·ÈÔ, „È· Í‹ËÂ Rn (13.6)

œ—…”Ãœ” 9: ‘Ô Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Gm, Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ Û˜›ÛÁ
(13.6) „È· Í‹ËÂ ‰È‹ÌıÛÏ· ÂÌ¸Ú Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais, Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3,
ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ Î›„Ï· (ÙÔı {Rn}). ‘Ô ·Ò˜ÈÍ¸ Î›„Ï· {Rn}, „È· Ì·
ÙÔ ‰È·ÍÒflÌÔıÏÂ ·¸ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ, ÙÔ ÔÌÔÏ‹ÊÔıÏÂ ÂıË˝.

»≈Ÿ—«Ã¡ 5: ‘Ô ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ Î›„Ï· ÂÌ¸Ú Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais {Rn} ÂflÌ·È
ÂflÛÁÚ ›Ì· Î›„Ï· Bravais, Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ÔÔflÔı ›˜ÔıÌ ÙÁ ÏÔÒˆfi
Gm = m1b1 + m2b2 + m3b3 ¸Ôı m1, m2, m3 ÔÔÈÔÈ‰fiÔÙÂ ·Í›Ò·ÈÔÈ Í·È*

b1 = 2π
a2 × a3

(a1a2a3)
, b2 = 2π

a3 × a1

(a1a2a3)
, b3 = 2π

a1 × a2

(a1a2a3)
(13.7)

¡¸‰ÂÈÓÁ: À·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯Á ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı ÙÒÈÎÔ˝ „ÈÌÔÏ›ÌÔı (a1a2a3) =
a1 · (a2 × a3) Í·È ÙÔ ·ÏÂÙ‹‚ÎÁÙ¸ ÙÔı ÛÂ ÍıÍÎÈÍ›Ú ÂÌ·ÎÎ·„›Ú Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì
a1, a2, a3 ›˜ÔıÏÂ ·¸ ÙÁÌ (13.7) ¸ÙÈ

ai · bj = 2πδij (13.8)

∂Ò· ÙÔ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ Gm · Rn, ¸Ôı Gm = m1b1 + m2b2 + m3b3 ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ
2π(n1m1 + n2m2 + n3m3). ≈ÔÏ›Ì˘Ú Ù· Gm ÏÂ m1, m2, m3 ÔÔÈÔıÛ‰fiÔÙÂ
·ÍÂÒ·flÔıÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ (13.6). ≈flÌ·È ‰Â Í·È Ù· Ï¸Ì·. ƒÈ¸ÙÈ, Â‹Ì ıfiÒ˜Â Í·È
Í‹ÔÈÔ ‹ÎÎÔ G Ôı Ë· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÛÂ ÙÁÌ (13.6), ·ıÙ¸ Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ ‹ÌÙÔÙÂ Ì·
„Ò·ˆÂfl ˘Ú ÂÓfiÚ: G = x1b1+x2b2+x3b3, ¸Ôı Ù· x1, x2, x3 ‰ÂÌ Ë· fiÛ·Ì ¸Î· ·Í›Ò·È·.
‘Ô „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ¸Ï˘Ú G ·Rn Ë· ÈÛÔ˝ÙÔ Ù¸ÙÂ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ÛÍÂÙÈÍ¸,

* √È· ‰È‰È‹ÛÙ·Ù· Î›„Ï·Ù· Ô ÔÒÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì b1, b2 ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÁÌ (13.7), Â‹Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ›Ì·

È‰Â·Ù¸ ÙÒflÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·, a3 , ÛÙÔ ÂıË˝ Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ a3⊥a1, a2 . ∏˜ÔıÏÂ Ù¸ÙÂ ¸ÙÈ ÙÔ b1 ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ

a2 Í·È ›˜ÂÈ Ï›„ÂËÔÚ flÛÔ ÏÂ 2π/(|a1| sinφ), ¸Ôı φ Á „˘Ìfl· ÏÂÙ·Ó˝ a1 Í·È a2 . ¡ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÙÔ b2 ÂflÌ·È

Í‹ËÂÙÔ ÛÙÔ a1 Í·È ›˜ÂÈ Ï›„ÂËÔÚ 2π/(|a2| sin φ). …Û˜˝ÂÈ ÒÔˆ·Ì˛Ú ¸ÙÈ (b1 × b2) · (a1 × a2) = (2π)2.
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ÏÂ 2π(n1x1 + n2x2 + n3x3). ºÏ˘Ú ÙÔ ·Í›Ò·ÈÔ ÙÁÚ ÂÍˆÒ‹ÛÂ˘Ú n1x1 + n2x2 + n3x3

„È· Í‹ËÂ ·Í›Ò·È· ÙÒÈ‹‰· n1, n2, n3 (Û˜›ÛÁ (13.6)) ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ Ù·
x1, x2, x3 ÂflÌ·È ·Í›Ò·ÈÔÈ ·ÒÈËÏÔfl.

»≈Ÿ—«Ã¡ 6: ‘Ô ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆÔı ÂÌ¸Ú Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais ÂflÌ·È
ÙÔ ÂıË˝.

¡¸‰ÂÈÓÁ: ¡ˆÔ˝ Á Û˜›ÛÁ (13.6) Ôı ÔÒflÊÂÈ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ Î›„Ï· ÂflÌ·È
ÛıÏÏÂÙÒÈÍfi ˘Ú ÒÔÚ Gm Í·È Rn ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ, ¸˘Ú ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı
{Rn} ÂflÌ·È ÙÔ {Gm}, ›ÙÛÈ Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı {Gm} ÂflÌ·È ÙÔ {Rn}. ∂Ò·
Ò‹„Ï·ÙÈ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆÔı ÂflÌ·È ÙÔ ÂıË˝.

»≈Ÿ—«Ã¡ 7: œ ¸„ÍÔÚ ÙÁÚ ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú (»�) ÙÔı ÂıË›˘Ú
Î›„Ï·ÙÔÚ, V

»�
, Í·È Ô ¸„ÍÔÚ ÙÁÚ »� ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ, V¬∆ ,

ÛıÌ‰›ÔÌÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ·Îfi Û˜›ÛÁ

V
»�

V
¬∆

= (2π)3 (13.9)

« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ 7 Í·Ë˛Ú Í·È ÏÈ· ÂÌ·ÎÎ·ÍÙÈÍfi ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı
ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ 6 ‰flÌÂÙ·È ÛÙÁ ÎıÏ›ÌÁ ‹ÛÍÁÛÁ 13.3.

ºÙ·Ì ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔıÏÂ ›Ì· ÏÔÌÔÍÒ˝ÛÙ·ÎÎÔ, ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔıÏÂ ÒÔˆ·Ì˛Ú Ù·
‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· a1, a2, a3, Ôı ÔÒflÊÔıÌ ÙÔ ÂıË˝ Î›„Ï· Bravais. ≈ÂÈ‰fi ¸Ï˘Ú Ù·
b1, b2, b3 ÛıÌ‰›ÔÌÙ·È ÏÔÌ¸ÙÒÔ· ÏÂ Ù· a1, a2, a3 ÂÒÈÛÙÒ›ˆÔÌÙ·È Í·È ·ıÙ‹ Ï·Êfl
ÙÔıÚ. ∂Ò· Í‹ËÂ ÏÔÌÔÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ¸ ÛÙÂÒÂ¸ ÛıÌ‰›ÂÙ·È ‹ÒÒÁÍÙ· Í·È ‹Í·ÏÙ· ÏÂ ‰˝Ô
Î›„Ï·Ù· Bravais: ÙÔ ÂıË˝ Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ. œÈ ·ÔÛÙ‹ÛÂÈÚ ÛÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ
Î›„Ï· ›˜ÔıÌ ‰È‹ÛÙ·ÛÁ (ÏfiÍÔÚ)−1 Í·È ÔÈ ¸„ÍÔÈ (ÏfiÍÔÚ)−3. ºÛÔ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÂflÌ·È
Á »� ÙÔı ÂıË›ÔÚ Ù¸ÛÔ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ ÂflÌ·È Á »� ÙÔı ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆÔı.

∂ÛÍÁÛÁ: –ÔÈÔ ÂflÌ·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ bcc;

À˝ÛÁ: ≈‹Ì ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ ˘Ú ‚·ÛÈÍ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı bcc Ù· ·Ì·ˆÂÒ¸ÏÂÌ· ÛÙÔÌ –flÌ.
13.1: a1 = ax0, a2 = ay0 Í·È a3 = (a/2)(x0 + y0 + z0) ›˜ÔıÏÂ

a1 × a2 = a2
z0

(a1a2a3) =
a3

2

a3 × a1 =
a2

2
(−z0 + y0)

a2 × a3 =
a2

2
(−z0 + x0)
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∂Ò· ‚‹ÛÂÈ ÙÔı Ù˝Ôı (13.7) Ù· ‚·ÛÈÍ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ÂflÌ·È

b
′
1 = 2π

a2 × a3

(a1a2a3)
=

2π

a
[−z0 + x0]

b
′
2 = 2π

a3 × a1

(a1a2a3)
=

2π

a
[−z0 + y0]

b
′
3 = 2π

a1 × a2

(a1a2a3)
=

4π

a
z0

¡ÌÙfl Ù˘Ì ·ÛıÏÏÂÙÒÈÍ˛Ì b′1, b
′
2, b

′
3 ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·Î›ÓÔıÏÂ ˘Ú ‚·ÛÈÍ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ù·

ÛıÏÏÂÙÒÈÍ‹

b1 ≡ b
′
2 + b

′
3 =

2π

a
[y0 + z0]

b2 ≡ b
′
3 + b

′
1 =

2π

a
[z0 + x0]

b3 ≡ b
′
1 + b

′
2 + b

′
3 =

2π

a
[x0 + y0]






„È· ÂıË˝ bcc

Ôı ÂflÌ·È Ù· ‚·ÛÈÍ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı fcc (‚Î›Â –flÌ. 13.1) ÏÂ ·ÍÏfi Íı‚ÈÍfiÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú
Íı¯ÂÎfl‰·Ú flÛÁ ÏÂ 4π/a. ∂Ò· ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı bcc ÂflÌ·È ÙÔ fcc. ¬‹ÛÂÈ ÙÔı
ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ 6 ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı fcc ÂflÌ·È ÙÔ bcc ÏÂ ‚·ÛÈÍ‹
(ÛıÏÏÂÙÒÈÍ‹) ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ù·

b1 =
2π

a
[−x0 + y0 + z0]

b2 =
2π

a
[−y0 + z0 + x0]

b3 =
2π

a
[−z0 + x0 + y0]





„È· ÂıË˝ fcc

œ—…”Ãœ” 10: ≈flÂ‰· Bragg ÂflÌ·È Ù· ÂflÂ‰· Ù· ÏÂÛÔÍ‹ËÂÙ· ÛÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·
Gm (6= 0) ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ.

« ÛÍÔÈÏ¸ÙÁÙ· ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ Ë· ˆ·ÌÂfl ÛÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· 13.4 ·ıÙÔ˝ ÙÔı
ÍÂˆ·Î·flÔı.

œ—…”Ãœ” 11: –Ò˛ÙÁ Ê˛ÌÁ Brillouin fi ·Î˛Ú ∆˛ÌÁ Brillouin (ZB): ≈flÌ·È Á
ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Íı¯ÂÎfl‰· Wigner-Seitz ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ. ≈Ì·ÎÎ·ÍÙÈÍ‹,
·ÎÎ‹ ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·, Á Ò˛ÙÁ Ê˛ÌÁ Brillouin ÏÔÒÂfl Ì· ÔÒÈÛËÂfl ˘Ú ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ
Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì k Ôı ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ù· ˆÙ‹ÛÔıÏÂ ÓÂÍÈÌ˛ÌÙ·Ú ·¸
ÙÁÌ ·Ò˜fi (k = 0) ˜˘ÒflÚ Ì· ‰È·Û˜flÛÔıÏÂ Í·Ì›Ì· ÂflÂ‰Ô Bragg. ∏Ì·Ú ÙÒflÙÔÚ
ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔÚ ÔÒÈÛÏ¸Ú „È· ÙÁÌ Ò˛ÙÁ ∆¬ ÂflÌ·È ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÔÌ
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·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ˜˛ÒÔ Ôı Á ·¸ÛÙ·Ûfi ÙÔıÚ ·¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ k = 0 ÂflÌ·È ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ
fi flÛÁ ·¸ ÙÁÌ ·¸ÛÙ·Ûfi ÙÔıÚ ·¸ ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ ‹ÎÎÔ ÛÁÏÂflÔ Gm 6= 0.

”Ù· Û˜fiÏ·Ù· Ôı ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ‰flÌÔÌÙ·È ÔÈ (Ò˛ÙÂÚ) Ê˛ÌÂÚ Brillouin „È·
‰È‹ˆÔÒ· ÂıË›· Î›„Ï·Ù·. ‘· „Ò‹ÏÏ·Ù· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì Í·Ù‹ ‹„ÈÔ ÙÒ¸Ô ÛÂ
ÔÒÈÛÏ›Ì· ÛÁÏÂfl· ÙÁÚ Ê˛ÌÁÚ Brillouin ÛÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÙÁÚ fi ÛÙÁÌ ÂÈˆ‹ÌÂÈ‹ ÙÁÚ
(.˜., ÙÔ √ ‰ÁÎ˛ÌÂÈ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÙÁÚ ∆¬: � ⇔ k = 0). ‘· ÛÁÏÂfl· ·ıÙ‹ ÔÒflÊÔıÌ
ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù·, Ôı ÂflÌ·È ‹ÓÔÌÂÚ Í‹ÔÈ·Ú ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú Í·È ‰ÁÎ˛ÌÔÌÙ·È
ÛıÌfiË˘Ú ÏÂ ÂÎÎÁÌÈÍ‹ ÍÂˆ·Î·fl· „Ò‹ÏÏ·Ù·.

œ—…”Ãœ” 12: * ∆˛ÌÂÚ Brillouin. « ν-ÔÛÙfi Ê˛ÌÁ Brillouin ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÙÔ
Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì k Ôı ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ù· ˆÙ‹ÛÔıÏÂ
ÓÂÍÈÌ˛ÌÙ·Ú ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì (k = 0) Í·È ‰È·Û˜flÊÔÌÙ·Ú Í·Ù' ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ
ν − 1 ÂflÂ‰· Bragg. …ÛÔ‰˝Ì·Ï· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÔÒflÛÔıÏÂ ÙÁ ν-ÔÛÙfi Ê˛ÌÁ
Brillouin ˘Ú ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì k Ôı ‰ÂÌ ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÁ
(ν − 2)-ÛÙfi Ê˛ÌÁ Brillouin Í·È ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ù· ˆÙ‹ÛÔıÏÂ ÓÂÍÈÌ˛ÌÙ·Ú ·¸ ÙÁ
(ν − 1)-ÛÙfi Ê˛ÌÁ Brillouin Í·È ‰È·Û˜flÊÔÌÙ·Ú ›Ì· Ï¸ÌÔ ÂflÂ‰Ô Bragg.

H ν-ÔÛÙfi ∆¬ (ν ≥ 2) ÂflÌ·È ÂÌ „›ÌÂÈ ÏÁ ÛıÌÂÍÙÈÍfi, ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ‰ÁÎ·‰fi
·¸ ÂÒÈÔ˜›Ú Ôı ˜˘ÒflÊÔÌÙ·È ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ·¸ ÂÒÈÔ˜›Ú ‹ÎÎ˘Ì Ê˘Ì˛Ì Brillouin
(‚Î›Â ”˜. 13.6). ¡Ì ¸ÎÂÚ ·ıÙ›Ú ÔÈ ÏÁ ÛıÌÂÍÙÈÍ›Ú ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ÂÒÈÔ˜›Ú, Ôı
ÛıÌ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÏÈ· Ê˛ÌÁ Brillouin (ÏÂ ν ≥ 2), ıÔÛÙÔ˝Ì ÏÈ· ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹
Í·Ù‹ Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Gm, Ù¸ÙÂ Ë· „ÂÏflÛÔıÌ ·ÍÒÈ‚˛Ú (˜˘ÒflÚ ÂÈÍ·Î˝¯ÂÈÚ
fi ÍÂÌ‹) ÙÁÌ Ò˛ÙÁ Ê˛ÌÁ Brillouin.

« Ò˛ÙÁ ∆¬, ·ˆÔ˝ ÂflÌ·È Á Íı¯ÂÎfl‰· Wigner-Seitz ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ,
ÂflÌ·È ÂÓ ÔÒÈÛÏÔ˝ ÏÈ· ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Íı¯ÂÎfl‰· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ. ≈ÔÏ›Ì˘Ú
Í·È Í‹ËÂ ‹ÎÎÁ Ê˛ÌÁ Brillouin ÂflÌ·È ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Íı¯ÂÎfl‰· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı
Î›„Ï·ÙÔÚ, ·ˆÔ˝ ÏÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ›Ú Í·Ù‹ Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Gm

„ÂÏflÊÂÈ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÙÁÌ Ò˛ÙÁ ∆¬.
”ÙÔ ”˜. 13.6 ˆ·flÌÂÙ·È Á 1Á, Á 2Á, Á 3Á Í·È Á 4Á ∆¬ (Í·Ë˛Ú Í·È ÙÏfiÏ·Ù· ÙÁÚ

5ÁÚ Í·È ÙÁÚ 6ÁÚ ∆¬) „È· ›Ì· ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÔ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ Î›„Ï·.
« ·Ófl· Ù˘Ì ∆¬ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÁ Û˜›ÛÁ (13.6′), ‰ÁÎ·‰fi ·¸ ÙÔ ·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÔ

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ Í‹Ù˘ ·¸ ÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸

k → k′ = k + Gm (13.10)

¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ ÂÒÈÔÒflÊÔÌÙ·Ú ÙÔ k ÛÂ Ïfl· Ï¸ÌÔ ∆¬ (ÛıÌfiË˘Ú ÙÁÌ 1Á) ‚ÒflÛÍÔÏÂ
¸ÎÂÚ ÙÈÚ Î˝ÛÂÈÚ. œÔÈÔ‰fiÔÙÂ ‹ÎÎÔ k′ ÂÍÙ¸Ú ÙÁÚ Ò˛ÙÁÚ ∆¬ ‰È·ˆ›ÒÂÈ ·¸ Í‹ÔÈÔ
k ÙÁÚ Ò˛ÙÁÚ ∆¬ Í·Ù‹ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú
Á Î˝ÛÁ Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÔ k′ (ÂÍÙ¸Ú ÙÁÚ 1ÁÚ ∆¬), ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚˛Ú Á fl‰È· ÏÂ ·ıÙfi
Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÔ k (ÛÙÁÌ 1Á ∆¬).

* √È· ›Ì·Ì ÂÌ·ÎÎ·ÍÙÈÍ¸ Í·È ÈÔ ÎÂÈÙÔıÒ„ÈÍ¸ ÔÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì Ê˘Ì˛Ì Brillouin, ‚Î. ÙÁÌ ‹ÎıÙÁ ‹ÛÍÁÛÁ

13.9 fi ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· 18.3 ÙÔı �Âˆ. 18.
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”˜. 13.4: ∆˛ÌÂÚ Brillouin „È· Ù· ‰È‰È‹ÛÙ·Ù· ÂıË›· Î›„Ï·Ù· ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ (·), ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ

(‚) Í·È ÂÓ·„˘ÌÈÍ¸ („).

”˜. 13.5: ∆˛ÌÂÚ Brillouin „È· Ù· ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·Ù· ÂıË›· Î›„Ï·Ù· sc (·), bcc (‚), fcc („), hcp

(‰).
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”˜. 13.6: �·Ù·ÛÍÂıfi Ù˘Ì Ê˘Ì˛Ì Brillouin „È· ›Ì· ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÔ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ Î›„Ï·.

« Í·Ù·ÛÍÂıfi ›˜ÂÈ Ù· ÂÓfiÚ ‚fiÏ·Ù·: (·) ÒÔÛ‰È¸ÒÈÛÂ Ù· ‚·ÛÈÍ‹ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· b1 Í·È

b2 ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ, (‚) ÏÂ Í›ÌÙÒÔ ÙÁÌ ·Ò˜fi (ÛÁÏÂflÔ √) Û˜Â‰fl·ÛÂ ¸Î· Ù·

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Gm = m1b1 + m2b2 (¸Ôı m1, m2 = 0,±1,±2,±3 Ï›˜ÒÈ Í‹ÔÈÔ ·Í›Ò·ÈÔ

Ò·ÍÙÈÍ¸ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏ¸)∑ ÔÈ ‹ÍÒÂÚ ÙÔıÚ ÛÁÏÂÈ˛ÌÔÌÙ·È ÏÂ ‰ÈÎ¸ ÍıÍÎflÛÍÔ, („) ˆ›ÒÂ ÙÈÚ

ÏÂÛÔÍ·Ë›ÙÔıÚ ÛÂ ¸Î· Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Gm Ôı fi‰Á Û˜Â‰fl·ÛÂÚ. ”ÙÔ Û˜fiÏ· ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È Á

1Á, 2Á (4 ÛıÌÂÍÙÈÍ‹ ÙÏfiÏ·Ù·), 3Á (8 ÛıÌÂÍÙÈÍ‹ ÙÏfiÏ·Ù·), 4Á (12 ÛıÌÂÍÙÈÍ‹ ÙÏfiÏ·Ù·)

∆¬.

13.4 –ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ¸Ú ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸Ú ÙÁÚ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ

« ‰ÔÏfi ÂÌ¸Ú ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍÔ˝ ÛÙÂÒÂÔ˝ ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÂÙ·È ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ÏÂ ÂÎ·ÛÙÈÍfi
ÛÍ›‰·ÛÁ ·ÍÙflÌ˘Ì ◊ fi ÌÂÙÒÔÌfl˘Ì fi −ÛÂ ÈÔ ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, ¸˘Ú Á ÏÂÎ›ÙÁ
ÙÁÚ ÂÈˆ·ÌÂÈ·ÍfiÚ ‰ÔÏfiÚ− ÏÂ ÂÎ·ÛÙÈÍfi ÛÍ›‰·ÛÁ ÁÎÂÍÙÒÔÌfl˘Ì. º˘Ú Ë· ‰Ô˝ÏÂ
·Ï›Û˘Ú ÈÔ Í‹Ù˘, Á ÂÎ·ÛÙÈÍfi ÛÍ›‰·ÛÁ ·¸ ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ›ÌÙÔÌÂÚ
È‰ÈÔÏÔÒˆflÂÚ Í·È „È' ·ıÙ¸ ÙÁÚ ›˜ÂÈ ‰ÔËÂfl ˜˘ÒÈÛÙ¸ ¸ÌÔÏ·: ÂÒflËÎ·ÛÁ.

”ÙÔ ÒÔ˜˘ÒÁÏ›ÌÔ Ë›Ï· 6.1 ÙÔı Ò˛ÙÔı Ù¸ÏÔı (ÛÂÎ. 516-517) ›˜ÂÈ ıÔÎÔ„ÈÛËÂfl
Á „ÂÌÈÍfi ›ÍˆÒ·ÛÁ „È· ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÌÂÒ„¸ ‰È·ÙÔÏfi ÛÍ›‰·ÛÁÚ ÂÌ¸Ú ÂÓ˘ÙÂÒÈÍÔ˝
Û˘Ï·ÙflÔı ·¸ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ÔÎÎ˛Ì Û˘Ï‹Ù˘Ì. ”ÙÁÌ ÂÈ‰ÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÎ·ÛÙÈÍfiÚ
ÛÍ›‰·ÛÁÚ ·¸ ÏÈ· ÛÙ·ÙÈÍfi, ‰ÁÎ·‰fi ``·„˘Ï›ÌÁ'', Í·Ù·ÌÔÏfi ˆÔÒÙfl˘Ì (fi
„ÂÌÈÍ¸ÙÂÒ· Û˘Ï·Ùfl˘Ì) Ô „ÂÌÈÍ¸Ú Ù˝ÔÚ ·Ì‹„ÂÙ·È ÛÙÔÌ ÂÓfiÚ:

dσ

d

∼ |ñ(q)|2 (13.11)
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¸Ôı q = kf − ki Í·È ñ(q) ÂflÌ·È Á ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ›ÌÁ Fourier* ÙÁÚ Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁÚ
Ù˘Ì Û˘Ï·Ùfl˘Ì ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ôı ÛÍÂ‰‹ÊÔıÌ ÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ Û˘Ï‹ÙÈÔ (‰ÁÎ·‰fi
Ù˘Ì ÁÎÂÍÙÒÔÌfl˘Ì, fi Ù˘Ì ıÒfiÌ˘Ì, fi Ù˘Ì ÁÎÂÍÙÒÔÌfl˘Ì Í·È Ù˘Ì È¸ÌÙ˘Ì† ¸Ù·Ì ÙÔ
ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ Û˘Ï‹ÙÈÔ ÂflÌ·È ˆ˘Ù¸ÌÈÔ, fi ÌÂÙÒ¸ÌÈÔ fi ÁÎÂÍÙÒ¸ÌÈÔ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜˘Ú):

ñ(q) =

∫
d3rn(r)e−iq·r (13.12)

œÈ ÔÛ¸ÙÁÙÂÚ ~ki, ~kf (·¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Á ‰È·ˆÔÒÈÍfi
ÂÌÂÒ„¸Ú ‰È·ÙÔÏfi ÛÍ›‰·ÛÁÚ) ÂflÌ·È Á ·Ò˜ÈÍfi Í·È Á ÙÂÎÈÍfi ÔÒÏfi ÙÔı ÂÓ˘ÙÂÒÈÍÔ˝
Û˘Ï·ÙflÔı Í·È Á ‰È·ˆÔÒ‹ −~q = ~(ki − kf) ÂflÌ·È Á ÏÂÙ·ˆÂÒ¸ÏÂÌÁ Î¸„˘ ÛÍ›‰·ÛÁÚ
ÔÒÏfi ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ·.

≈‹Ì ÂÔÏ›Ì˘Ú ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ÙÁÌ ÔÛ¸ÙÁÙ· ñ(q) ·¸ ÙÁ
‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÌÂÒ„¸ ‰È·ÙÔÏfi ÏÔÒÔ˝ÏÂ ÏÂ ÏÈ· ·ÌÙÈÛÙÒÔˆfi Fourier Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ
ÙÔ n(r),

n(r) =

∫
d3q

(2π)3
ñ(q)eiq·r =

1

V

∑

q

ñ(q)eiq·r (13.13)

Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú Í·È ÙÁÌ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi ÙÔı ÛÙÂÒÂÔ˝.

« ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÔı n(r), ‰ÁÎ·‰fi Á Û˜›ÛÁ n(r) = n(r + Rn) Ï·Ú ÂÈÙÒ›ÂÈ Ì·
Ó·Ì·„Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ (13.12), Í‹ÌÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÎÎ·„fi ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì r → r′ = r + Rn,
˘Ú ÂÓfiÚ:

ñ(q) = e−iq·Rn ñ(q) (13.14)

∂ÛÍÁÛÁ: ¡Ô‰ÂflÓÙÂ ÙÁÌ (13.14).

À˝ÛÁ: ≈ÈÛ‹„ÔÌÙ·Ú ÙÁ Ì›· ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi r′ = r + Rn ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ (13.12)
˘Ú ÂÓfiÚ:

* ‘Ô q ÏÔÒÂfl Ì· ÎÁˆËÂfl flÛÔ ÏÂ kf − ki fi ÏÂ ki − kf , ·ˆÔ˝ |ñ(q)|2 = ñ(q)ñ∗(q) = ñ(q)ñ(−q).

”ÁÏÂÈ˛ÛÙÂ ÂflÛÁÚ ¸ÙÈ ÙÔ ñ(q) ·ÎÎ‹ÊÂÈ Í·Ù‹ ›Ì· ÛÙ·ËÂÒ¸ ·Ò‹„ÔÌÙ· ˆ‹ÛÁÚ flÛÔ ÏÂ exp(iqr0) Â‹Ì

·ÎÎ‹ÓÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì ·¸ ÙÔ r = 0 ÛÙÔ r = r0 . ≈ÈÎ›„ÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì

›ÙÛÈ, ˛ÛÙÂ Ì· ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì· È¸Ì (fi ‹ÙÔÏÔ) ÛÙÁ Ë›ÛÁ r = 0. ‘¸ÙÂ, Á ÔÛ¸ÙÁÙ· ñ(q)/Nk, ¸Ôı Nk

ÂflÌ·È Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú Íı¯ÂÎfl‰˘Ì (ËÂÏÂÎÈ˘‰˛Ì fi ÏÔÌ·‰È·fl˘Ì), ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ‰ÔÏfiÚ ÙÁÚ

ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ fi ÙÁÚ ÏÔÌ·‰È·fl·Ú Íı¯ÂÎfl‰·Ú ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.
† « Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁ Ù˘Ì È¸ÌÙ˘Ì Ò›ÂÈ Ì· ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛËÂfl Âfl ÏÂflÔÌ ζ , Âˆ¸ÛÔÌ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

ÛÍ›‰·ÛÁÚ ˆÔÒÙÈÛÏ›Ì˘Ì ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì Û˘Ï·Ùfl˘Ì ÛÁÏ·Ûfl· ›˜ÂÈ Á Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁ Ù˘Ì ˆÔÒÙfl˘Ì ÙÔı

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.
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ñ(q) =

∫
d3

r
′n(r′)e−iq·r′

=

∫
d3rn(r + Rn)e−iqre−iq·Rn

= e−iq·Rn

∫
d3rn(r)e−iqr = e−iqRnñ(q)

Ôı ÂflÌ·È ÙÔ ·Ô‰ÂÈÍÙ›Ô.

¡¸ ÙÁÌ (13.14) ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ ñ(q) = 0, ÂÍÙ¸Ú Â‹Ì q ·Rn = 2π × ·Í›Ò·ÈÔ.
¡ÎÎ‹ Ù· Ï¸Ì· q Ôı ‰flÌÔıÌ q · Rn = 2π×·Í›Ò·ÈÔÚ („È· Í‹ËÂ Rn) ÂflÌ·È Ù·
‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ, Gm. ∂Ò·

ñ(q) = 0 „È· q 6= Gm (13.15)

À·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯Á ÙÁÌ (13.15), Á Û˜›ÛÁ (13.13) „flÌÂÙ·È:

n(r) =
∑

G

ñ(G)

V
eiG·r

¸Ôı Á ‹ËÒÔÈÛÁ È· ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ Ï¸ÌÔ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı
Î›„Ï·ÙÔÚ. ”ÙÁÌ ÙÂÎÂıÙ·fl· ·ıÙfi Û˜›ÛÁ Í·Ù·ÎfiÓ·ÏÂ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ï¸ÌÔ ÙÁÌ
ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ n(r). ∂Ò· ›˜ÔıÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ËÂ˛ÒÁÏ·:

»≈Ÿ—«Ã¡ 8: ÃÈ· ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ* ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ n(r) ÏÔÒÂfl Ì·
·Ì·Ùı˜ËÂfl ÛÂ ÛÂÈÒ‹ (Í·È ¸˜È ÛÂ ÔÎÔÍÎfiÒ˘Ï·) Fourier (¸Ôı Á ‹ËÒÔÈÛÁ
ÂflÌ·È ‹Ì˘ ÛÂ ¸Î· Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· G ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ):

n(r) =
∑

G

n
G

eiG·r (13.16)

¸Ôı

n
G

≡ ñ(G)

V
=

1

V»�

∫

»�
d3rn(r)e−iG·r (13.17)

‘Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔ ÔÎÔÍÎfiÒ˘Ï· ÛÙÁ Û˜›ÛÁ (13.17) ÂÒÈÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÁ ËÂÏÂÎÈ˛‰Á
Íı¯ÂÎfl‰·. « (13.17) ›ÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ (13.12) „È· q = G, ÙÁÌ ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ÙÁÙ·
ÙÁÚ n(r), ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ n

G
≡ ñ(G)/V Í·È ÙÁÌ ÒÔˆ·Ìfi Û˜›ÛÁ V = N»�V»� , ¸Ôı

N»� ÂflÌ·È Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú ËÂÏÂÎÈ˘‰˛Ì Íı¯ÂÎfl‰˘Ì.
¡¸ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ (13.11) Í·È (13.15) ›ÂÙ·È Á ‚·ÛÈÍfi ÛıÌËfiÍÁ „È· Ì· ı‹Ò˜ÂÈ

Í·Ù·Ò˜fiÌ** ÂÎ·ÛÙÈÍfi ÛÍ›‰·ÛÁ ·¸ ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· („È· Ì· ı‹Ò˜ÂÈ ‰ÁÎ·‰fi
ÂÒflËÎ·ÛÁ)

Ðk ≡ kf − ki = G (13.18)

* ’ÔË›ÙÔıÏÂ ÏÈ· Í‹ÔÈ· ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ÙÁÚ n(r) Ôı ‹ÌÙ· ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙÁÌ Ò‹ÓÁ.

** ≈flÌ·È ˆıÛÈÍ‹ ‰ıÌ·Ù¸Ì Ì· ›˜ÔıÏÂ „È· Í‹ÔÈ· G, ñ(G) ≡ V n
G

= 0.
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¸Ôı G ÂflÌ·È ›Ì· ÔÈÔ‰fiÔÙÂ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ. ÃÂ
‹ÎÎ· Î¸„È· „È· Ì· ›˜ÔıÏÂ ÂÒflËÎ·ÛÁ Ë· Ò›ÂÈ Á ÏÂÙ·‚ÔÎfi ÙÁÚ ÔÒÏfiÚ ÙÔı
ÛÍÂ‰·Ê¸ÏÂÌÔı Û˘Ï·ÙflÔı (‰ÈÁÒÁÏ›ÌÁ ÏÂ ÙÔ ~) Ì· ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı
·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ. « Û˜›ÛÁ (13.18) ÂflÌ·È −¸˘Ú Ë· ‰Ô˝ÏÂ ·Ï›Û˘Ú
·Ò·Í‹Ù˘− ÏÈ· Â·Ì·‰È·Ù˝˘ÛÁ ÙÁÚ „Ì˘ÛÙfiÚ ÛıÌËfiÍÁÚ ÙÔı Bragg „È· ÙÁÌ
˝·ÒÓÁ ÂÒflËÎ·ÛÁÚ. ÃÈ· ÂÌ·ÎÎ·ÍÙÈÍfi ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ (13.18) ‰flÌÂÙ·È ÛÙÁ ÎıÏ›ÌÁ
‹ÛÍÁÛÁ 13.5 (ÛÂÎ. 632).

« ‚·ÛÈÍfi Û˜›ÛÁ (13.18) Ô‰Á„Âfl ÛÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÈÛ¸ÙÁÙ·:

2ki · G = G2 (13.18′)

∂ÛÍÁÛÁ: ¡Ô‰ÂflÓÙÂ ÙÁÌ (13.18′).

À˝ÛÁ: « (13.18) ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl Í·È ˘Ú kf − ki = −G, ·ˆÔ˝ Â‹Ì ÙÔ G

ÂflÌ·È ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ, Ù¸ÙÂ Í·È ÙÔ −G ÂflÌ·È ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı

·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ. ∏̃ ÔıÏÂ ÂÔÏ›Ì˘Ú ¸ÙÈ (ki − G) = kf . ’¯˛ÌÔÌÙ·Ú ÙÁ Û ›̃ÛÁ

·ıÙfi ÛÙÔ ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ Í·È Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯Á ¸ÙÈ k2
i = k2

f (·ˆÔ˝ Á ÛÍ›‰·ÛÁ ÂflÌ·È

ÂÎ·ÛÙÈÍfi) ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ÙÔ ·Ô‰ÂÈÍÙ›Ô.

« Û˜›ÛÁ (13.18′) ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· ˘Ú ÂÓfiÚ (‰È·ÈÒ˛ÌÙ·Ú ÏÂ 4):
ki · G/2 = (G/2)2 fi

kiG = G/2 (13.18′′)

¸Ôı kiG ÂflÌ·È Á ÒÔ‚ÔÎfi ÙÔı ki ‹Ì˘ ÛÙÔ G: kiG ≡ ki ·G/G. « Û˜›ÛÁ (13.18′′)
ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Á ‹ÍÒÁ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ki ‚ÒflÛÍÂÙ·È ‹Ì˘ ÛÙÔ ÏÂÛÔÍ‹ËÂÙÔ ÂflÂ‰Ô
ÙÔı G (ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ¸Î· Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ›˜ÔıÌ ·ˆÂÙÁÒfl· ÙÔ ÛÁÏÂflÔ √, ‰ÁÎ·‰fi ÙÁÌ
·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì k). π, ÏÂ ‹ÎÎ· Î¸„È·, „È· Ì· ›˜ÔıÏÂ ÂÒflËÎ·ÛÁ
Ë· Ò›ÂÈ Á ‹ÍÒÁ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ·Ò˜ÈÍfiÚ ÔÒÏfiÚ (‰È‹ ~), ki, Ì· ÍÂflÙ·È
‹Ì˘ ÛÂ ÂflÂ‰Ô Bragg.

≈‹Ì ‰È·Î›ÓÔıÏÂ Ùı˜·fl· ÙÔÌ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸ ÙÔı ÍÒıÛÙ‹ÎÎÔı ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ
·Ò˜ÈÍfi ‰›ÛÏÁ, ÂflÌ·È ÔÎ˝ ·flË·ÌÔ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÁËÂfl Á ·Ò·‹Ì˘ ÛıÌËfiÍÁ
ÂÒflËÎ·ÛÁÚ Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú ‰ÂÌ ÂÒÈÏ›ÌÔıÏÂ Ì· ›˜ÔıÏÂ ÂÒÈËÎ˛ÏÂÌÂÚ ‰›ÛÏÂÚ.
¡Ì, ¸Ï˘Ú, ÍÒ·ÙfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍfi ‰›ÛÏÁ ÛÙ·ËÂÒfi (‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ki ÛÙ·ËÂÒ¸)
Í·È ÂÒÈÛÙÒ›¯ÔıÏÂ ÙÔÌ ÍÒ˝ÛÙ·ÎÎÔ, Ë· ÂÒÈÛÙÒ·ˆÂfl Ï·Êfl ÙÔı Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ
Î›„Ï· Í·È Ù· ÂflÂ‰· Bragg. ≈ÔÏ›Ì˘Ú ÛÂ Í‹ÔÈ· ÛÙÈ„Ïfi Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ
ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ Á ‹ÍÒÁ ÙÔı ki Ë· ‚ÒÂËÂfl ‹Ì˘ ÛÂ ÂflÂ‰Ô Bragg Í·È Ë· ›˜ÔıÏÂ
ÂÒflËÎ·ÛÁ, ·ÒÍÂfl ‚›‚·È· ÙÔ Ï›ÙÒÔ ÙÔı ki Ì· ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ·¸ ÙÁÌ ÂÎ‹˜ÈÛÙÁ
·¸ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ÛÁÏÂflÔı √ (Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÔ k = 0) ·¸ Ù· ¸ÒÈ· ÙÁÚ Ò˛ÙÁÚ
∆¬. ¡ıÙfi Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ ÏfiÍÔÚ Í˝Ï·ÙÔÚ ÙÁÚ ÒÔÛflÙÔıÛ·Ú ‰›ÛÏÁÚ
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Ò›ÂÈ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

λ ≤ c · a (13.19)

¸Ôı a ÂflÌ·È Á ÎÂ„Ï·ÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ Í·È c ÂflÌ·È ÏÈ· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹
ÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÙÁÚ ÏÔÌ‹‰·Ú, Ôı ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ¸ Î›„Ï·. ≈‹Ì
ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ˘Ú ÙıÈÍfi ÙÈÏfi ÙÔı c · a ÂÒflÔı Ù· 2 ¡, Ù¸ÙÂ Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· (13.19)
ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ÙÈÚ ÂÓfiÚ ÂÌÂÒ„ÂÈ·Í›Ú ·ÌÈÛ¸ÙÁÙÂÚ („È· c · a ≈ 2A)

~ωi & 6 keV „È· ˆ˘Ù¸ÌÈ·

ǫi & 20 meV „È· ÌÂÙÒ¸ÌÈ·

ǫi & 100 eV „È· ÁÎÂÍÙÒ¸ÌÈ·

(13.20)

« Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÁÚ ÂÒÈÛÙÒÔˆfiÚ ÙÔı ÍÒıÛÙ‹ÎÎÔı ›˜ÂÈ ÏÂÎÂÙÁËÂfl ·¸ ÙÔÌ P.P.
Ewald Í·È Á Û˜ÂÙÈÍfi ·Ì‹ÎıÛÁ ˆ›ÒÂÈ ÙÔ ¸ÌÔÏ‹ ÙÔı (Ewald construction, ‚Î›Â
Kittel, 1996, ÛÂÎ. 37). « ÛıÌËfiÍÁ (13.18′′) ÏÔÒÂfl ÂflÛÁÚ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÁËÂfl Â‹Ì
ÍÔÌÈÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÔ ‰Âfl„Ï· ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Í‹ËÂ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ¸Ú ÏÈÍÒ¸ÍÔÍÍÔÚ Ì· ›˜ÂÈ
Ùı˜·flÔ ÒÔÛ·Ì·ÙÔÎÈÛÏ¸. �‹ÔÈÔÈ Í¸ÍÍÔÈ Ë· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ ÙÔı Bragg
Í·È Ë· ‰˛ÛÔıÌ ÂÒflËÎ·ÛÁ. ∏Ì·Ú ÙÒflÙÔÚ ÙÒ¸ÔÚ „È· Ì· ÂÙ˝˜ÔıÏÂ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹
ÙÁÌ ÈÛ¸ÙÁÙ· (13.18′′), ÂflÌ·È Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÏÈ· ÔÎı˜Ò˘Ï·ÙÈÍfi ·Ò˜ÈÍfi
‰›ÛÏÁ ÂıÒ›ÔÚ ˆ‹ÛÏ·ÙÔÚ, Ô¸ÙÂ Í‹ÔÈÂÚ ˆ·ÛÏ·ÙÈÍ›Ú ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ ÙÁÚ ‰›ÛÏÁÚ Ë·
ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ (13.18′′).

≈‹Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á ÛıÌËfiÍÁ (13.18′′), Ë· ı‹ÒÓÂÈ ÛÍ›‰·ÛÁ (fi ÈÔ
Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÂÒflËÎ·ÛÁ), ·ÎÎ‹ ¸˜È ÒÔÚ Í‹ËÂ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ. ”ÍÂ‰·Ê¸ÏÂÌÁ (fi
ÂÒÈËÎ˛ÏÂÌÁ) ‰›ÛÏÁ Ë· ÂÏˆ·ÌÈÛËÂfl Ï¸ÌÔ ÛÂ ÂÍÂflÌÁ ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ kf ¸Ôı
ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ Û˜›ÛÂÈÚ

kf = ki − G (13.21·)

kf = ki (13.21‚)

« „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì Û˜›ÛÂ˘Ì (13.21) ˆ·flÌÂÙ·È ÛÙÔ ”˜. 13.7·, ·¸
ÙÔ ÔÔflÔ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ Á „˘Ìfl· 2θ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ kf ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ·Ò˜ÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ·
ki ·flÒÌÂÈ Ï¸ÌÔ ÂÍÂflÌÁ ÙÁÌ ÙÈÏfi Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ Û˜›ÛÁ:

ki sin θ =
G

2
. (13.21′)
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”˜. 13.7: (·) « ‚‹ÛÁ ÙÔı ÈÛÔÛÍÂÎÔ˝Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı Ôı Û˜ÁÏ·ÙflÊÔıÌ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ki Í·È

kf ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ ‰È‹ÌıÛÏ·, G, ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ. (‚) ‘Òfl· ‰È·‰Ô˜ÈÍ‹ ÎÂ„Ï·ÙÈÍ‹

ÂflÂ‰· Ôı ·›˜ÔıÌ Í·Ù‹ d, Í·È Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ki, kf Í·È G0.

≈ÔÏ›Ì˘Ú, ¸Ù·Ì ı‹Ò˜ÂÈ ÛÍ›‰·ÛÁ, ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÏÈ· ‰È‹ÍÒÈÙÁ ÂÒÈËÎ˛ÏÂÌÁ
‰›ÛÏÁ ÛÂ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ Ôı ·Ò‹„ÂÈ ÏÈ· ‰È‹ÍÒÈÙÁ ÍÁÎfl‰· ÛÙÔ ˆÈÎÏ
Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ˘Ú ·ÌÈ˜ÌÂıÙfiÚ. ≈‹Ì Á ‹ÍÒÁ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ki ‚ÒÂËÂfl
ÛÙÁÌ ÙÔÏfi ‰˝Ô fi ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ˘Ì ÂÈ›‰˘Ì Bragg Ë· ·Ò·˜ËÔ˝Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·
‰˝Ô fi ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÂÒÈËÎ˛ÏÂÌÂÚ ‰›ÛÏÂÚ ÛÂ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ „˘ÌflÂÚ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ
ÒÔÛflÙÔıÛ· ‰›ÛÏÁ.

« Û˜›ÛÁ (13.21′) ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁ „Ì˘ÛÙfi ÛıÌËfiÍÁ ÙÔı Bragg

2d sinθ = nλ (13.21′′)

√È· Ì· ÙÔ ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ı¸¯Á Ù· ÂÓfiÚ: ‘Ô ‰È‹ÌıÛÏ· G Ôı
ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÁ Û˜›ÛÁ (13.21′) ›˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi G = m1b1 + m2b2 + m3b3, ¸Ôı
ˆıÛÈÍ‹ m1, m2, m3 ÂflÌ·È ·Í›Ò·ÈÔÈ. ∏ÛÙ˘ n Ô Ï›„ÈÛÙÔÚ ÍÔÈÌ¸Ú ‰È·ÈÒ›ÙÁÚ Ù˘Ì
m1, m2, m3, ›ÛÙ˘ ‰ÁÎ·‰fi ¸ÙÈ m1 = nh, m2 = nk Í·È m3 = nl, ¸Ôı h, k, l
ÂflÌ·È ·Í›Ò·ÈÔÈ ÏÂ Ï›„ÈÛÙÔ ÍÔÈÌ¸ ‰È·ÈÒ›ÙÁ ÙÁ ÏÔÌ‹‰·. …Û˜˝ÂÈ ÒÔˆ·Ì˛Ú Á Û˜›ÛÁ
G = nG0 ¸Ôı G0 = hb1 + kb2 + lb3. ÃÔÒÂfl Ì· ‰ÂflÓÂÈ Í·ÌÂflÚ (‚Î›Â ÎıÏ›ÌÁ
‹ÛÍÁÛÁ 13.4, ÛÂÎ. 631) Ù· ·Í¸ÎÔıË· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· „È· ÙÔ G0:

»≈Ÿ—«Ã¡ 9: ‘Ô ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ G0 ≡ hb1 + kb2 + lb3

ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÔ ÛÙ· ÎÂ„Ï·ÙÈÍ‹ ÂflÂ‰· ÙÔı ÂıË›ÔÚ Î›„Ï·ÙÔÚ, Ù· ÔÔfl·
˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller (hkl).

»≈Ÿ—«Ã¡ 10: « ·¸ÛÙ·ÛÁ d ÏÂÙ·Ó˝ ‰È·‰Ô˜ÈÍ˛Ì ÎÂ„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÂÈ›‰˘Ì ÏÂ
‰ÂflÍÙÂÚ Miller (hkl) ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ 2π/|G0|:

d =
2π

|G0|
(13.22)

»›ÙÔÌÙ·Ú ki = 2π/λ, G = nG0, Í·È G0 = 2π/d ÛÙÁ Û˜›ÛÁ (13.21′) Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ
ÛÙÔ „Ì˘ÛÙ¸ Ù˝Ô ÙÔı Bragg (Û˜›ÛÁ (13.21′′)).

« ‚·ÛÈÍfi ÔÛ¸ÙÁÙ· ñ(G) Ôı Í·ËÔÒflÊÂÈ ÙÁÌ ›ÌÙ·ÛÁ ÙÁÚ ÂÌÂÒ„Ô˝ ‰È·ÙÔÏfiÚ
ÛÍ›‰·ÛÁÚ ÂflÌ·È ÏÈ· ÂÍÙ·ÙÈÍfi ÔÛ¸ÙÁÙ·, ‰ÁÎ·‰fi ·Ì‹ÎÔ„Á ÙÔı ¸„ÍÔı fi ÙÔı ·ÒÈËÏÔ˝
Ù˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì ÙÔı ÛÙÂÒÂÔ˝. ≈flÌ·È ÂÔÏ›Ì˘Ú ˜ÒfiÛÈÏÔ Ì· ÙÁÌ ·Ì‹„ÔıÏÂ ÂflÙÂ ·Ì‹
ÏÔÌ‹‰· ¸„ÍÔı, Ô¸ÙÂ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÙÔ n

G
≡ ñ(G)/V , ÂflÙÂ ·Ì‹ Íı¯ÂÎfl‰·, Ô¸ÙÂ

ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á ÔÛ¸ÙÁÙ· S
G

, Ôı Î›„ÂÙ·È ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ‰ÔÏfiÚ* ÙÁÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú
(ÏÔÌ·‰È·fl·Ú fi ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ)

S
G

≡ ñ(G)

Nk

(13.23)

* ’ÂÌËıÏflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ·Ò˜fi Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì ›˜ÂÈ ÂÈÎÂ„Âfl ˛ÛÙÂ Ì· ÛıÏflÙÂÈ ÏÂ Í‹ÔÈÔ ‹ÙÔÏÔ fi È¸Ì.
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¸Ôı Nk ÂflÌ·È Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú Íı¯ÂÎfl‰˘Ì (ÏÔÌ·‰È·fl˘Ì fi ËÂÏÂÎÈ˘‰˛Ì).
œ ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ‰ÔÏfiÚ ÛıÌ‰›ÂÙ·È ‹ÏÂÛ· ÏÂ ÙÁ Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁ, n(r) (‚Î›Â

Û˜›ÛÁ (13.17)). »· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁ n(r), ÏÔÒÂfl Ì· ·Ì·ÎıËÂfl
ÛÂ ÛıÏ‚ÔÎ›Ú ·¸ Í‹ËÂ ‹ÙÔÏÔ (fi È¸Ì) ÙÔı ÛÙÂÒÂÔ˝ ˘Ú ÂÓfiÚ:

n(r) =
∑

n

p∑

ν=1

nν(r − Rn − rν) (13.24)

¸Ôı p ÂflÌ·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú ·Ù¸Ï˘Ì (fi Í·È È¸ÌÙ˘Ì) ÛÂ Í‹ËÂ Íı¯ÂÎfl‰·, Nk ÂflÌ·È Ô
ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú Íı¯ÂÎfl‰˘Ì, pNk ÂflÌ·È Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú ·Ù¸Ï˘Ì (fi Í·È
È¸ÌÙ˘Ì) ÛÙÔ ÛÙÂÒÂ¸, Í·È nν(r−Rn−rν) ÂflÌ·È Á ÛıÏ‚ÔÎfi ÛÙÁÌ ÔÎÈÍfi Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁ
ÁÎÂÍÙÒÔÌfl˘Ì, n(r), ·¸ ÙÔ ‹ÙÔÏÔ ν , Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÛÙÁ Ë›ÛÁ Rn + rν .

Ã›Û˘ ÙÔı nν(r − rν) ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÔÌ ÎÂ„¸ÏÂÌÔ ·ÙÔÏÈÍ¸ ·Ò‹„ÔÌÙ· ÏÔÒˆfiÚ,
fνG ˘Ú ÂÓfiÚ:

fνG ≡
∫

d3ρnν(ρ)e−iG·ρ (13.25)

œ ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ‰ÔÏfiÚ ÙÁÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú, S
G

, ÛıÌ‰›ÂÙ·È ÏÂ ÙÔıÚ ·ÙÔÏÈÍÔ˝Ú
·Ò‹„ÔÌÙÂÚ ÏÔÒˆfiÚ ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Û˜›ÛÁ:

S
G

=

p∑

ν=1

fνGe−iG·rν (13.26)

¸Ôı Á ‹ËÒÔÈÛÁ Ù˛Ò· ÂÒÈÔÒflÊÂÙ·È ÛÙ· ‹ÙÔÏ· (fi Í·È Ù· È¸ÌÙ·) ÙÁÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú.

∂ÛÍÁÛÁ: ¡Ô‰ÂflÓÙÂ ÙÁ Û˜›ÛÁ (13.26).

À˝ÛÁ: ‘Ô S
G

ÈÛÔ˝Ù·È ÂÓ ÔÒÈÛÏÔ˝ ÏÂ

S
G

=
1

Nk

∫
d3rn(r)e−iG·r =

1

Nk

Nk∑

n=1

p∑

ν=1

∫
d3rnν (r − Rn − rν )e−iG·r

¡ÎÎ‹ÊÔıÏÂ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi ÛÙÔ ÔÎÔÍÎfiÒ˘Ï·, Ë›ÙÔÌÙ·Ú ρ = r−Rn−rν , Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ı¸¯Á
¸ÙÈ exp(−iG · Rn) = 1 Í·È ›˜ÔıÏÂ

S
G

=
1

Nk

Nk∑

n=1

p∑

ν=1

∫
d3ρnν(ρ)e−iG·ρe−iG·rν

=

p∑

ν=1

e−iG·rν

∫
d3ρnν (ρ)e−iG·ρ

=

p∑

ν=1

fνGe−iG·rν
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”ÁÏÂÈ˛ÛÙÂ ¸ÙÈ Ô ÂÍË›ÙÁÚ −iG · rν ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ −i(m1b1 + m2b2 + m3b3) · (xνa1 +
yνa2 + zνa3) = −i(m1xν + m2yν + m3zν)2π, ¸Ôı xν , yν, zν ÔÈ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ ÙÔı
rν ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· a1, a2, a3.

∂ÛÍÁÛÁ: ’ÔÎÔ„flÛÙÂ ÙÔ S
G

„È· ÙÁ ÏÔÌ·‰È·fl· Íı¯ÂÎfl‰· ÂÌ¸Ú (ÂıË›ÔÚ)
Î›„Ï·ÙÔÚ bcc.

À˝ÛÁ: ”ÙÁÌ ÒÔÍÂÈÏ›ÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô ¸ÏÔÈ· ‹ÙÔÏ· ÛÙÁ ÏÔÌ·‰È·fl·
Íı¯ÂÎfl‰·, ÙÔ ›Ì· ÛÙÁ Ë›ÛÁ x1 = y1 = z1 = 0 Í·È ÙÔ ‹ÎÎÔ ÛÙÁ Ë›ÛÁ x2 = y2 = z2 = 1/2.
∂Ò· Ô Ù˝ÔÚ (13.26) „flÌÂÙ·È

S
G

= f
G

[1 + e−iπ(m1+ m2+ m3 )].

≈ÔÏ›Ì˘Ú

S
G

= 0 Â‹Ì m1 + m2 + m3 ÂÒÈÙÙ¸Ú

= 2f
G

Â‹Ì m1 + m2 + m3 ‹ÒÙÈÔÚ

”ÁÏÂÈ˛ÛÙÂ ¸ÙÈ, Â‹Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÛÙÁ Û˜›ÛÁ (13.25) Ù· nν(r − rν) Ù˘Ì
·ÔÏÔÌ˘Ï›Ì˘Ì ·Ù¸Ï˘Ì (·„ÌÔ˛ÌÙ·Ú ÙÁ ˜˘ÒÈÍfi ·Ì·Í·Ù‹Ù·ÓÁ Ù˘Ì ÁÎÂÍÙÒÔÌfl˘Ì
Ôı ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È Á ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· ÙÔı ÛÙÂÒÂÔ˝), ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· „È· ÙÔÌ ·Ò‹„ÔÌÙ·
‰ÔÏfiÚ S

G
ÂflÌ·È ÛıÌfiË˘Ú ÛÂ ÔÎ˝ Í·Îfi ÛıÏˆ˘Ìfl· ÏÂ Ù· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ‰Â‰ÔÏ›Ì·.

»· ÍÎÂflÛÔıÏÂ ·ıÙ¸ ÙÔ Â‰‹ˆÈÔ ÏÂ ‰˝Ô ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ:

(·) ≈‹Ì ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÛÔıÏÂ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ‹ ÙÁ ‚·ÛÈÍfi Û˜›ÛÁ (13.18) Âfl Ù· ‚·ÛÈÍ‹
‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ÂıË›ÔÚ Î›„Ï·ÙÔÚ a1, a2, a3 Í·È Î‹‚ÔıÏÂ ı¸¯Á ÙÁ Û˜›ÛÁ
(13.8) Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÈÚ ÎÂ„¸ÏÂÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÙÔı Laue „È· ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ
ÂÒflËÎ·ÛÁÚ:

ai · Ðk = 2πvi, i = 1, 2, 3, vi = ·Í›Ò·ÈÔÚ (13.27)

(‚) « ‚·ÛÈÍfi Û˜›ÛÁ (13.18) ›˜ÂÈ ÙÔ ÂÓfiÚ ÔÎ˝ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ ˆıÛÈÍ¸ Ì¸ÁÏ·: ‘Ô ÛÙ·ÙÈÍ¸
ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Î›„Ï· ÏÔÒÂfl Ì· ·ÔÒÒÔˆfiÛÂÈ ÔÒÏfi flÛÁ ÏÂ ~Gm. ≈ÔÏ›Ì˘Ú
ÛÂ ÔÔÈÂÛ‰fiÔÙÂ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ·ÔÒÒ¸ˆÁÛÁÚ, fi ÂÎ·ÛÙÈÍfiÚ ÛÍ›‰·ÛÁÚ, fi ÏÁ
ÂÎ·ÛÙÈÍfiÚ ÛÍ›‰·ÛÁÚ, ¸Ôı ÂÈÛ›Ò˜ÂÙ·È Á ‰È·ÙfiÒÁÛÁ ÙÁÚ ÔÒÏfiÚ Í·È ÔÈ ÔÔflÂÚ
Î·Ï‚‹ÌÔıÌ ˜˛Ò· ÛÂ ›Ì· ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ ÛÙÂÒÂ¸, Ë· Ò›ÂÈ ‹ÌÙÔÙÂ Ì· ÒÔÛÙflËÂÙ·È
Í·È Ô ¸ÒÔÚ ~Gm, ¸Ôı Gm ÂflÌ·È ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı
Î›„Ï·ÙÔÚ. ¡ıÙ¸ ÈÛ˜˝ÂÈ ÂflÙÂ Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ‹ Û˘Ï‹ÙÈ· (¸˘Ú Á
ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ÂÓÂÙ‹Û·ÏÂ ÛÙÔ ·Ò¸Ì Â‰‹ˆÈÔ) ÂflÙÂ Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ‹
Û˘Ï‹ÙÈ· (.˜., ÁÎÂÍÙÒ¸ÌÈ· fi ˆ˘Ì¸ÌÈ· ÙÔı ÛÙÂÒÂÔ˝). �‹ÔÈ· ·Ò·‰Âfl„Ï·Ù·
‰flÌÔÌÙ·È ÛÙÔ ”˜. 13.8. ≈‹Ì ÙÔ Gm ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì, Á ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Î›„ÂÙ·È
Í·ÌÔÌÈÍfi (normal). ≈‹Ì Gm 6= 0, Á ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ÏÂ ÙÔÌ „ÂÒÏ·ÌÈÍ¸
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¸ÒÔ Umklapp. ”ÙÔ �Âˆ. 6 ÙÔı Ò˛ÙÔı Ù¸ÏÔı ÂÓÂÙ‹Û·ÏÂ ÙÔ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ Ò¸ÎÔ
Ù˘Ì ‰È·‰ÈÍ·ÛÈ˛Ì Umklapp „È· ÙÒfl· ˆ˘Ì¸ÌÈ· ÛÙÁ ËÂÒÏÈÍfi ·ÌÙflÛÙ·ÛÁ ÍıÒfl˘Ú
Ù˘Ì ÏÔÌ˘Ù˛Ì.

”˜. 13.8: ≈ˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ·Ò˜fiÚ ‰È·ÙfiÒÁÛÁÚ ÙÁÚ ÔÒÏfiÚ ÛÂ ÏÂÒÈÍ‹ ·Ò·‰Âfl„Ï·Ù·

‰È·‰ÈÍ·ÛÈ˛Ì Ôı Î·Ï‚‹ÌÔıÌ ˜˛Ò· ÛÂ ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ ÛÙÂÒÂ¸. ‘Ô Gm, ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÈ ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ

‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ.

13.5 ”˝ÌÔ¯Á Ù˘Ì ÍıÒÈÔÙ›Ò˘Ì Ù˝˘Ì Í·È Û˜›ÛÂ˘Ì

• ƒÈ·Ì˝ÛÏ·Ù· Î›„Ï·ÙÔÚ Bravais (ÂıË›ÔÚ):

Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3, n1, n2, n3 ¸ÎÔÈ ÔÈ ·Í›Ò·ÈÔÈ (13.1)

• º„ÍÔÚ ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú:

V
»�

= (a1a2a3) ≡ (a1 × a2) · a3 (13.3)

• –ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi = Î›„Ï· Bravais + ‚‹ÛÁ (13.4)

• ≈ÓflÛ˘ÛÁ ÎÂ„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÂÈ›‰˘Ì ÏÂ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller (hkl):

hx + ky + lz = ·Í›Ò·ÈÔÚ (13.5)

• ’‹Ò˜ÔıÌ ÂÙ‹ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· Í·È ‰›Í· Ù›ÛÛÂÒÈÚ
Ù˝ÔÈ ÎÂ„Ï‹Ù˘Ì Bravais ÛÙÈÚ 3 ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ.
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• œÈ ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·ÙÂÚ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ˜˘ÒflÊÔÌÙ·È ÛÂ ÙÒÈ‹ÌÙ· ‰˝Ô
ÍÒıÛÙ·ÎÎÔ„Ò·ˆÈÍ›Ú ÛÁÏÂÈ·Í›Ú ıÔÔÏ‹‰ÂÚ Í·È ÛÂ ‰È·Í¸ÛÈÂÚ ÙÒÈ‹ÌÙ·
ıÔÔÏ‹‰ÂÚ ˜˛ÒÔı.

• ƒÈ·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ (ÙÔı {Rn}):

Gm ·Rn = 2π × ·Í›Ò·ÈÔ (13.6)

Gm = m1b1 + m2b2 + m3b3, m1, m2, m3 ÔÔÈÔÈ‰fiÔÙÂ ·Í›Ò·ÈÔÈ

Í·È

b1 = 2π
a2 × a3

(a1a2a3)
, b2 = 2π

a3 × a1

(a1a2a3)
, b3 = 2π

a1 × a2

(a1a2a3)
(13.7)

• œÒËÔ„˘ÌÈ¸ÙÁÙ· ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ‚‹ÛÂ˘Ú ÂıË›ÔÚ Í·È ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ:

ai · bj = 2πδij (13.8)

• ”˜›ÛÂÈÚ ¸„Í˘Ì ËÂÏÂÎÈ˛‰ÔıÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú Í·È Ê˛ÌÁÚ Brillouin:

V»�V∆¬ = (2π)3 (13.9)

• ‘Ô ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ÂflÌ·È ÙÔ ÂıË˝.

• ƒÈ·ˆÔÒÈÍfi ÂÌÂÒ„¸Ú ‰È·ÙÔÏfi ÂÎ·ÛÙÈÍfiÚ ÛÍ›‰·ÛÁÚ ·¸ ÛÙ·ÙÈÍfi Í·Ù·ÌÔÏfi:

dσ

d

∼

∣∣ñ(q)
∣∣2

, q = kf − ki (13.11)

¸Ôı ñ Á ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ›ÌÁ Fourier ÙÁÚ Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁÚ n(r).

• √È· ÂÒÈÔ‰ÈÍfi n(r):

ñ(q) ≡
∫

d3rn(r)e−iq·r = 0 „È· q 6= Gm (13.15)

• ¡Ì‹ÙıÓÁ ÛÂ ÛÂÈÒ‹ Fourier ÏÈ·Ú ÂÒÈÔ‰ÈÍfiÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ f(r):

f(r) =
∑

G

f
G

eiG·r (13.16)

f
G

=
1

V
»�

∫

»�

d3rf(r)e−iG·r (13.17)
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• √È· ‰È‹ÌıÛÏ· G ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı fi ‰È‹ÌıÛÏ· R ÙÔı ÂıË›ÔÚ Î›„Ï·ÙÔÚ
ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ Û˜›ÛÂÈÚ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜˘Ú:

∫

»�

d3reiG·r = 0, „È· G 6= 0 (13.28)

∫

¬∆

d3keik·R = 0, „È· R 6= 0 (13.28′)

• ”ıÌËfiÍÁ Bragg „È· ÂÒflËÎ·ÛÁ:

Ðk ≡ kf − ki = G (13.18)

fi, ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· (Ë›ÙÔÌÙ·Ú −G ÛÙÁ Ë›ÛÁ ÙÔı G)

ki ·
G

2
=

(
G

2

)2

(13.18′)

fi, ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·
2d sinθ = nλ (13.18′′′)

• ‘Ô ‰È‹ÌıÛÏ· G0 = hb1 + kb2 + lb3 ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ÂflÌ·È Í‹ËÂÙÔ
ÛÙ· ÎÂ„Ï·ÙÈÍ‹ ÂflÂ‰· ÏÂ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller (hkl) ÙÔı ÂıË›ÔÚ.

• ¡¸ÛÙ·ÛÁ d(hkl) ‰È·‰Ô˜ÈÍ˛Ì ÎÂ„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÂÈ›‰˘Ì ÏÂ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller (hkl):

d(hkl) =
2π

|G0(hkl)| (13.21)

• ”ıÌËfiÍÂÚ ÙÔı Laue:

a1 · Ðk, a2 · Ðk, a3 · Ðk = 2π × ·Í›Ò·ÈÔ (13.27)

• –·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ‰ÔÏfiÚ Íı¯ÂÎfl‰·Ú

S
G

≡ ñ(G)

Nk

(13.23)

¸Ôı Nk ÂflÌ·È Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì Íı¯ÂÎfl‰˘Ì ÛÙÔÌ ÍÒ˝ÛÙ·ÎÎÔ.

• ”˜›ÛÁ ·Ò‹„ÔÌÙ· ‰ÔÏfiÚ Í·È ·ÙÔÏÈÍÔ˝ ·Ò‹„ÔÌÙ· ÏÔÒˆfiÚ fj

S
G

=

p∑

ν=1

fνGe−iG·rν (13.26)

¸Ôı

fνG ≡
∫

d3ρnν(ρ)e−iG·Ò (13.25)

• ‘Ô ÛÙ·ÙÈÍ¸ ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Î›„Ï· ÏÔÒÂfl Ì· ·ÔÒÒÔˆfiÛÂÈ ÔÒÏfi flÛÁ ÏÂ ~Gm.

• �·ÌÔÌÈÍ›Ú ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ¸Ù·Ì Gm = 0. Umklapp ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ¸Ù·Ì Gm 6= 0.
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13.6 ≈Ò˘ÙfiÛÂÈÚ

1. –˛Ú ÔÒflÊÂÙ·È ÙÔ Î›„Ï· Bravais; –ÔÈ· Á Û˜›ÛÁ ÙÔı ÏÂ ÙÁÌ ÂÒÈÔ‰ÈÍfi
ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfi ‰ÔÏfi;

2. –˛Ú ÔÒflÊÂÙ·È Á ËÂÏÂÎÈ˛‰ÁÚ Í·È ˛Ú Á ÏÔÌ·‰È·fl· Íı¯ÂÎfl‰·; –˛Ú ÔÒflÊÂÙ·È Á
Íı¯ÂÎfl‰· Wigner-Seitz.

3. ≈flÌ·È ¸ÎÂÚ ÔÈ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ›Ú ‰ÔÏ›Ú ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ Î›„Ï·Ù· Bravais; ≈ÓÁ„fiÛÙÂ.
‘Ô Si Û˜ÁÏ·ÙflÊÂÈ Î›„Ï· Bravais;

4. –˛Ú ÔÒflÊÔÌÙ·È ÔÈ ‰ÂflÍÙÂÚ Miller;
5. ƒ˛ÛÙÂ ‰˝Ô ‚·ÛÈÍ›Ú Û˜›ÛÂÈÚ Ôı ÛıÌ‰›ÔıÌ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔı

Î›„Ï·ÙÔÚ ÏÂ ·ıÙ‹ ÙÔı ÂıË›ÔÚ.
6. –˛Ú ·¸ ÙÁ Û˜›ÛÁ Gm · Rn = 2π × ·Í›Ò·ÈÔ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı

·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆÔı ÂflÌ·È ÙÔ ÂıË˝;
7. –˛Ú ÔÒflÊÔÌÙ·È ÔÈ ‰È‹ˆÔÒÂÚ Ê˛ÌÂÚ Brillouin; –˛Ú Á Ò˛ÙÁ Ê˛ÌÁ Brillouin;
8. –¸Û· ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· Í·È ¸ÛÔÈ Ù˝ÔÈ ÎÂ„Ï‹Ù˘Ì Bravais

ı‹Ò˜ÔıÌ;
9. ¡¸ ÔÈ· ÔÛ¸ÙÁÙ· ÙÔı ÛÙÂÒÂÔ˝ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Á ÂÌÂÒ„¸Ú ‰È·ÙÔÏfi ÂÎ·ÛÙÈÍfiÚ

ÛÍ›‰·ÛÁÚ, Â‹Ì ÙÔ Î›„Ï· ıÔÙÂËÂfl ÛÙ·ÙÈÍ¸;
10. –˛Ú ·Ì·Ù˝ÛÛÂÙ·È Í·Ù‹ Fourier ÏÈ· ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ;
11. ‘È ÂflÌ·È Í·È ˛Ú ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á ÛıÌËfiÍÁ Bragg „È· ÂÒflËÎ·ÛÁ; ƒ˛ÛÙÂ ÙÒÂÈÚ

‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ‰È·Ùı˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÛıÌËfiÍÁÚ ·ıÙfiÚ. –ÔÈÂÚ ÂflÌ·È ÔÈ ÛıÌËfiÍÂÚ ÙÔı
Laue;

12. –ÔÈÂÚ ÂflÌ·È ÔÈ ÙıÈÍ›Ú ÂÌ›Ò„ÂÈÂÚ ÌÂÙÒÔÌfl˘Ì fi ·ÍÙflÌ˘Ì-◊ fi ÁÎÂÍÙÒÔÌfl˘Ì „È·
Ì· ›˜ÔıÏÂ ÂÒflËÎ·ÛÁ ·¸ ›Ì· ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍ¸ ÛÙÂÒÂ¸;

13. –˛Ú ÔÒflÊÂÙ·È Ô ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ‰ÔÏfiÚ ÏÈ·Ú Íı¯ÂÎfl‰·Ú Í·È ˛Ú ÛıÌ‰›ÂÙ·È ÏÂ ÙÔÌ
·ÙÔÏÈÍ¸ ·Ò‹„ÔÌÙ· ÏÔÒˆfiÚ;

14. ‘È ÏÔÒˆfi ·flÒÌÂÈ Á ‰È·ÙfiÒÁÛÁ ÙÁÚ ÔÒÏfiÚ (fi ÙÁÚ ÍÒıÛÙ·ÎÎÈÍfiÚ ÔÒÏfiÚ) ¸Ù·Ì
·ÒÂÏ‚·flÌÂÈ ›Ì· ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·;

15. –ÔÈÂÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ÔÌÔÏ‹ÊÔÌÙ·È Í·ÌÔÌÈÍ›Ú Í·È ÔÈÂÚ Umklapp;
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