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Μάθηµα ασκήσεων 11/12/2006 

 
Μελέτη µονοδιάστατου στοιχειακού στερεού µε δύο τροχιακά ανά άτοµο 

µε χρήση υβριδικών ατοµικών τροχιακών 
 
Θεωρούµε δύο τροχιακά ανά άτοµο, π.χ. έστω τα 1s και 1px. 
∆ηλαδή φ1,ν ≡ φ1s(r-Rν)  και φ2,ν ≡ φ1p(r-Rν) 
Για τα ατοµικά τροχιακά θα θεωρήσουµε ότι: 

- είναι ορθοκανονικοποιηµένα, *
, ,( ) ( ) i j ijr r drν µ νµφ φ δ δ

+∞

−∞

=∫  

δηλαδή ότι το τροχιακό κάθε ατόµου είναι κανονικοποιηµένο, ενώ διαφορετικά τρο-
χιακά ή τροχιακά διαφορετικών ατόµων δεν έχουν καθόλου αλληλοεπικάλυψη. 

- αλληλεπιδρούν µόνο µέχρι πρώτους γείτονες, µε τα εξής στοιχεία µήτρας να 
είναι µη µηδενικά 

 

1,1,1 εϕϕ νν =∫ ∗ dxH  2,2,2 εϕϕ νν =∫ ∗ dxH  

221,1,1 VVdxH −==∫ +
∗

νν ϕϕ  γιατί V2<0 21,2,2 VdxH ′=∫ +
∗

νν ϕϕ  (συνήθως 02 >′V ) 
  

21,2,1 VdxH ′′=∫ +
∗

νν ϕϕ  21,1,2 VdxH ′′−=∫ +
∗

νν ϕϕ  
 
 
Σχηµατικά µπορούµε να συµβολίσουµε τα τροχιακά φ1, φ2 ως εξής (δεδοµένου ότι η 
φ1 είναι σφαιρικά συµµετρική και παντού θετική, ενώ η φ2 έχει κατευθυντικότητα –
κατά τον άξονα x, εφόσον πρόκειται για την px – και ένα σηµείο µηδενισµού, 
εκατέρωθεν του οποίου αλλάζει πρόσηµο): 
 

   
 
 
 
Επίσης µπορούµε να θυµόµαστε ποιά είναι τα µη µηδενικά στοιχεία µήτρας της 
Χαµιλτονιανής, από το παρακάτω σχήµα: 

 

″
2V  

2V ′  

″− 2V  

2V  

φ2 φ1 



Τµήµα Επιστήµης και Τεχνολογίας Υλικών 

σελ. 2 

Χρήση των υβριδικών ατοµικών τροχιακών: 

Ορίζουµε τα  ( )ννν ϕϕχ ,2,1,1 2
1

+=  και  ( )ννν ϕϕχ ,2,1,2 2
1

−=  

 
τα οποία σχηµατικά συµβολίζονται ως εξής: 

  και  
 
 
 
Σκοπός µας είναι να χρησιµοποιήσουµε τα χ1, χ2, αντί των φ1, φ2, ως βάση στην οποία 
θα γράψουµε την κυµατοσυνάρτηση Ψ. Χρειάζεται εποµένως να βρούµε τα στοιχεία 
της µήτρας της Χαµιλτονιανής σ’ αυτή τη βάση. 
 
Κάθε τέτοιο στοιχείο µήτρας θα περιγράφει αλληλεπίδραση µεταξύ δύο τροχιακών 
συγκεκριµένων ατόµων. Για γειτονικά άτοµα, θα έχουµε, σχηµατικά: 
 

   περιγράφεται από το 1, 1, 1H dxν νχ χ∗
+∫  

 

    περιγράφεται από το 1, 2, 1H dxν νχ χ∗
+∫  

 

   περιγράφεται από το 2, 1, 1H dxν νχ χ∗
+∫  

 

    περιγράφεται από το 2, 2, 1H dxν νχ χ∗
+∫  

 
Σε µία πρώτη προσέγγιση θα αγνοήσουµε (θα θεωρήσουµε µηδενικά) όλα τα 
στοιχεία, εκτός του 1, 2, 1H dxν νχ χ∗

+∫ , το οποίο αναφέρεται σε τροχιακά τα οποία 
«πλησιάζουν» πιο πολύ µεταξύ τους1...... 
 
Εποµένως  

• ( ) ( )1, 2, 1 1, 2, 1, 1 2, 1
1
2

H dx H dxν ν ν ν ν νχ χ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗
+ + += + −∫ ∫ = 

1, 1, 1 1, 2, 1 2, 1, 1 2, 2, 1
1
2

H dx H dx H dx H dxν ν ν ν ν ν ν νϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗
+ + + +

 = − + − ∫ ∫ ∫ ∫ = 

( ) ( )
2 2 2 2 2

1
2

hV V V V V′′ ′′ ′= − − − ≡  

 
 

                                                 
1 Αποδεικνύεται ότι η προσέγγιση αυτή είναι ισοδύναµη µε τα:  2222 VVVV −=≅′′=′  

χ2 χ1 

χ1,ν χ1,ν+1 

χ1,ν χ2,ν+1 

χ2,ν χ1,ν+1 

χ2,ν χ2,ν+1 
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Για το ίδιο άτοµο έχουµε: 

• ( ) ( ), , 1, 2, 1, 2,
1
2i iH dx H dxν ν ν ν ν νχ χ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗= ± ± =∫ ∫  

1, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2,
1
2

H dx H dx H dx H dxν ν ν ν ν ν ν νϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ = ± ± + = ∫ ∫ ∫ ∫  

( )1 2
1 0 0
2
ε ε ε= ± ± + ≡  

• ( ) ( )1, 2, 1, 2, 1, 2,
1
2

H dx H dxν ν ν ν ν νχ χ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗= + − =∫ ∫  

1, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2,
1
2

H dx H dx H dx H dxν ν ν ν ν ν ν νϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ = − + − = ∫ ∫ ∫ ∫  

( )1 2 1
1 0 0
2

Vε ε= − + − ≡ −  

 
Όροι που αναφέρονται σε αλληλεπίδραση ατόµων που απέχουν παραπάνω από 
πρώτοι γείτονες είναι µηδενικοί. 
Επίσης τα ολοκληρώµατα επικάλυψης είναι 

, , , , 
i j i jH dx
µ ν µ νχ χ δ δ∗ =∫   (i,j=1,2) 

 
Έτσι... 
1ο βήµα: Γράφω την κυµατοσυνάρτηση του στερεού ως γραµµικό συνδυασµό των 
τροχιακών της βάσης 1, 1, 2, 2,c cν ν ν ν

ν

χ χΨ = +∑  (σχέση 1) 

 
2ο βήµα: Εξίσωση Schrödinger H Ψ = Ε Ψ 

1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2,c H c H E c cν ν ν ν ν ν ν ν
ν ν

χ χ χ χ+ = +∑ ∑  

 
3ο βήµα (α): Πολλαπλασιάζω από αριστερά µε 1,µχ ∗  και ολοκληρώνω για -∞ < r < ∞ 

1, 1, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 2,  c H dx c H dx E c dx c dxν µ ν ν µ ν ν µ ν ν µ ν
ν ν

χ χ χ χ χ χ χ χ∗ ∗ ∗ ∗+ = +∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫  

Από το άθροισµα θα επιζήσουν οι όροι για ν=µ, µ≤1, καταλήγοντας σε: 
 ( )

1, 2, 1 2, 1 2 1,
hc c V c V Ecµ µ µ µε +− + =  (σχέση 2α) 

 
3ο βήµα (β): Πολλαπλασιάζω από αριστερά µε 2,µχ∗  και ολοκληρώνω για -∞ < r < ∞ 

1, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 2,  c H dx c H dx E c dx c dxν µ ν ν µ ν ν µ ν ν µ ν
ν ν

χ χ χ χ χ χ χ χ∗ ∗ ∗ ∗+ = +∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫  

Από το άθροισµα θα επιζήσουν οι όροι για ν=µ, µ≤1, καταλήγοντας σε: 
 ( )

1, 1 2 1, 1 2, 2,
hc V c V c Ecµ µ µ µε− − + =  (σχέση 2β) 

 
4ο βήµα: Χρήση θεωρήµατος Bloch, γιατί υπάρχει περιοδικότητα µετατόπισης κατά α 

 
,   1 ,  ik

j jc c e α
µ µ

±
± = , (j=1,2) 

 

Έτσι οι (2α), (2β) γράφονται ως σύστηµα     
( )

( )

( )
1, 2 1 2,

( )
2 1 1, 2,

( ) 0

( ) 0

h ika

h ika

E c V e V c

V e V c E c

µ µ

µ µ

ε

ε−

− + − =

− + − =
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το οποίο για να έχει λύση, εκτός της τετριµµένης (c1,µ = 0 = c2,µ), πρέπει 
( )

2 1
( )

2 1

0
h ika

h ika

E V e V
V e V E

ε
ε−

− −
=

− −
 

( ) ( )( )2 ( ) ( )
2 1 2 1 0h ika h ikaE V e V V e Vε −⇔ − − − − =  

( ) ( ) ( )22 2( ) ( ) ( )
2 1 1 2 1 2

h h ika h ikaE V V VV e VV eε −⇔ − = + − −  

( ) ( )2 2( ) ( )
2 1 1 22 cos( )h hE V V VV kaε⇔ − = + −m  

 

( ) ( )2 2( ) ( )
2 1 1 22 cos( )h hE V V VV kaε±⇔ = ± + −  

 

µε ( )1 2
1
2

ε ε ε≡ +  και ( )1 2 1
1
2

V ε ε≡ −  

 
 
Εφόσον   –1 § cos(ka) § 1, το εύρος των δύο κλάδων θα είναι  

( ) ( )
2 1 2 1    h hV V E V Vε ε−− + ≤ ≤ − −  
( ) ( )

2 1 2 1    h hV V E V Vε ε++ − ≤ ≤ + +  
Για παράδειγµα, για ε1=1, ε2=2 (οπότε ε=1.5 και V1=0.5) παίρνουµε τα παρακάτω 
διαγράµµατα, για διάφορες τιµές του V2

(h)... 
 
 
 
∆ιάγραµµα 1 

−πêa πêa k

ε+»V2HhL−V1»
ε+HV2HhL+V1L

ε−»V2HhL−V1»
ε−HV2HhL+V1L

E

 
 
για V2

(h)=0.15: 0.85 § Ε– § 1.15 και 1.85 § Ε+ § 2.15 
το χάσµα είναι αρκετά µεγάλο (µονωτής) 
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∆ιάγραµµα 2 

−πêa πêa k

ε+»V2HhL−V1»
ε+HV2HhL+V1L

ε−»V2HhL−V1»
ε−HV2HhL+V1L

E

 
για V2

(h)=0.25: 0.75 § Ε– § 1.25 και 1.75 § Ε+ § 2.25 
το χάσµα είναι µικρότερο 
 
 
 
∆ιάγραµµα 3 

−πêa πêa kε+»V2HhL−V1»

ε+HV2HhL+V1L

ε−»V2HhL−V1»

ε−HV2HhL+V1L

E

 
για V2

(h)=0.45: 0.55 § Ε– § 1.45 και 1.55 § Ε+ § 2.45 
το χάσµα είναι ακόµα µικρότερο… 
 
 
Για V2

(h)=V1 = 0.50, δεν υπάρχει καθόλου χάσµα (αγωγός)! 
Για V2

(h) > V1, το χάσµα αυξάνεται συνεχώς! 
 


